
Sesión3

Especificacióny usodemódulosen C++(II)

3.1 La clasePoli para representarpolinomios

Disponemosde la clasePoli quepermiteoperarcon polinomiosde coeficientesenteros. Se
basaenel móduloPolinomio queaparecea continuación,al quesehanañadidooperacionesde
lecturay escritura.Atención:lascabecerasdealgunasoperacionescambiansignificativamente.

En estasesiónos proponemosresolver unaseriede ejerciciosempleandodichaclase. En
los primerosya osdamosel códigoy sólo tendréisquetraducirloa C++. Antesderesolverlos,
podéisvervariosejemplosdeusoenlos ficherosde/assig/prap/cplus/sesion3.

Módulo Polinomio
{ Especificación}

Tipo poli
{Representalospolinomiosconcoeficientesenteros,denotadosdela forma
p � c0

�
c1x
�

c2x2 ��� � � }
Operaciones

función crear_poli(c: entero,n: natural) retorna p: poli�
cierto ��
p � cxn �

función sumar_poli(p1: poli, p2: poli) retorna q: poli�
p1 � a0

�
a1x
�

a2x2 ��� � � , p2 � b0
�

b1x
�

b2x2 ��� � � ��
q ��� a0

�
b0 	 � � a1

�
b1 	 x � � a2

�
b2 	 x2 ��� � � �

acciónmodif_coef(e/sp: poli, ent a: entero,ent n: natural)�
p � c0

�
c1x
��� � � �

cnxn ��� � � ��
p � c0

�
c1x
��� � � �

axn ��� � � �
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función grado(p: poli ) retorna m: natural

cierto �

mesel menornaturaltal queloscoeficientescn de p son0

paratodon mayorquem�
función coef(p: poli, n: natural) retorna c: entero


p � c0 
 c1x 
�� � � 
 cnxn 
�� � � �

c � cn �

3.2 Evaluacióndepolinomios

Emplearemosla estrategiamássimple:recorrerlostérminosdelpolinomioy sumarla aportación
decadauno. Introducimosla variableauxiliar pot parano calcularla potenciacadavez. En los
asertosescribimosn enlugardegrado(p) y cα enlugardecoef(p � α), parasimplificar1.

función eval_poli (p: poli, a: entero) retorna eval: entero

p � Σα : 0 � α � n : cα � xα �
var k: natural;pot: entero;
k : � 0; pot : � 1;
eval : � coef� p � 0� ;


Inv : eval � Σα : 0 � α � k : cα � aα � n � k � 0 � pot � ak �

Cota: n � k �

mientras k � grado� p� hacer
pot : � pot � a;
eval : � eval 
 coef� p � k 
 1� � pot;
k : � k 
 1;

fmientras ;
retorna eval

eval � Σα : 0 � α � n : cα � aα �

Optimizaciones:

� Guardarel gradoantesdeentrarenel bucleparano calcularlocadavez

� Actualizarla k antesqueel eval parano sumar1 dosveces

Conel algoritmodeHornernosahorramosla variableauxiliar pot, aunqueel invarianteesalgo
máscomplicado.Notadquelos términosserecorrenensentidocontrario.

1Nótesetambiénque,conlos asertosempleados,si evaluamosel polinomioenel valor a � 0 quedaun término
00 queidentificamoscon1, aunqueello suponeun ciertoabusodela notación.
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función eval_poli_Horner(p: poli, a: entero) retorna eval: entero�
p � Σα : 0 � α � n : cα � xα �
var k: nat;
k : � grado� p ;
eval : � coef� p ! k ;�

Inv : eval � Σα : k � α � n : cα � aα " k # n $ k $ 0 ��
Cota: k �

mientras k % 0 hacer
eval : � eval � a & coef� p ! k ' 1 ;
k : � k ' 1;

fmientras ;
retorna eval�
eval � Σα : 0 � α � n : cα � aα �

Optimizaciones: Restark ' 1 sólounavez.

3.3 Derivacióndepolinomios

Algoritmo clásico:recorrerlos términosdel polinomioy sumarla aportacióndecadauno.

función deriv_poli (p: poli) retorna dp: poli�
p � Σα : 0 � α � n : cα � xα �
var k: nat;
k : � 0 ;
dp : � crear_poli� 0 ! 0 ;�

Inv : dp � Σα : 1 � α � k : α � cα � xα " 1 # n $ k $ 0 ��
Cota: n ' k �

mientras k ( grado� p hacer
modif_coef� dp ! coef� p ! k & 1 � � k & 1 ! k ;
k : � k & 1 ;

fmientras ;
retorna dp�
dp � Σα : 1 � α � n : α � cα � xα " 1 �

Optimizaciones: Lasmismas.

Nota: Unaopciónequivalenteparala postcondiciónes

dp � Σα : 0 � α � n ' 1 : α & 1 � cα ) 1 � xα
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3.4 División de polinomios

En estaseccióny enla siguientetendréisquediseñarunapartedelosalgoritmosantesdetradu-
cirlos a C++. Comencemospor la divisióndepolinomios,queseespecificademanerasimilar a
la denúmeros.

función div_poli (p1 * p2: poli) retorna c * r: poli+
coef, p2 * grado, p2 - -/. 10+
p1 . p2 1 c 2 r y grado, r -43 grado, p2 - 0

La precondiciónserefierea queno todopar depolinomiosdecoeficientesenterosproduceun
cocientey unrestodecoeficientesenteros.Si bienpodríaestablecerseunaprecondiciónunpoco
másdébil, paranuestrospropósitosessuficientequeel coeficientede mayorgradodel divisor
seaiguala1.

Podéisdiseñarfácilmentela división sistematizandoiterativa o recursivamenteel método
clásicode restassucesivas,de forma quesevayacalculandosimultáneamenteel cocientey el
resto,comoenel siguienteejemplo

5 3x2 5 9xaux 6
x 2 3

5 7

3x2 2 2x 2 5 x 2 3

5 7x 2 5

7x 2 21aux 6
26

7 c0

3x 7 c1

r 6

r 6

r 6

Notadqueencadapasosecalculaunode los coeficientesdel cociente, 3x 5 7- , seobtiene
el polinomio aux y seactualizael restor mediantela correspondientesuma. El gradode los
sucesivos restosva decreciendoen cadaiteración. El resultadode la última sumaesel resto
definitivo de la división (26). Si p2 . 1 esteprocesono esválido y los resultadossehande
devolverdirectamente.

Comoayudaparacalcularaux, podéisusarla función de multiplicar un polinomio por un
monomioqueapareceenlos ejemplosdel directoriodela sesión.De todasformas,los cálculos
tambiénsepuedenrealizarsindisponerexplícitamentedeaux.

Podéisguardarlos resultadoscomoparámetrosdesalida(habráquecrearlosantesdellamar
a la operación),lo quedaríalugara unaaccion,o bienpodéiscrearunaclasequecontengaun
pardepolinomiosy usarlacomoresultado.Porúltimo, aseguraosdequela divisiónnomodifica
lospolinomiosoriginales.
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3.5 Raícesenterasdeun polinomio

Un enteroe esraízdeun polinomio p si el resultadodeevaluarp ene es0, o equivalentemente,
si la división de p entrex 8 e esexacta(el restoesel polinomio0). La multiplicidaddee como
raíz de p esel mayorvalor k quehaceposiblequela división de p entre 9 x 8 e: k seaexacta.
Dichodeotromodo,la multiplicidaddeecomoraízde p esel númerodedivisionesquepueden
realizarseconx 8 e comodivisor, con p comodividendodela primeradivisión y usandoenlas
siguientesel cocientedela inmediatamenteanterior.

Porejemplo,el polinomiox 8 1 tieneunaraízenterae ; 1,conmultiplicidad1. El polinomio
x3 8 3x 8 2 tienedosraícese1 ;<8 1, demultiplicidad2 y e2 ; 2, demultiplicidad1.

En estasesiónnoscentraremosen polinomiosqueno seanmúltiplos de x, ya queel caso
contrariosereducefácilmenteaéste.Podéiscomprobarlocomoejercicioy programarlasolución
completa,quesólorequiereañadirunafunciónmás.

Considerandotodolo anterior, especificamosla siguientefunción

función raiz_poli(p: poli) retorna v: vector, n: nat=
p no esmúltiplo dex >=
n esla sumadelasmultiplicidadesdelasraícesenterasde p,
losvaloresdev ? 1 @ @ nA sonlasraícesenterasde p y
cadaunaaparecetantasvecescomosumultiplicidad>

Solución1
Un polinomio p posee,comomáximo,grado9 p: raícesenteras.Si el polinomiono esmúltiplo
dex, dichasraícesseencuentranentrelos divisores(positivoso negativos)desutérminoinde-
pendiente,coef9 p B 0: . Utilizandoestaidea,la soluciónseobtienecomprobandosi cadaunode
losmencionadosvaloresesunaraízy, encasoafirmativo,obteniendosumultiplicidad.Paraello,
bastaconaplicarrepetidamente,peroconcuidado,la operacióndedivisióndelapartadoanterior.

Solución2
Inspirándonosenla llamadaregla deRuffini, encontramosunasoluciónmássencillay eficiente.
Si nosfijamosbien,todaslasdivisionesqueseefectúantienencomodivisorun polinomiodela
formax 8 e. Podemosdiseñarunafunciónespecialpararealizardivisionesdeesascaracterísticas
y utilizarlaenlugardela divisiónnormal.

La postcondicióndela divisióndeun polinomio p cualquieraentrex 8 esereescribeasí

p ; c CD9 x 8 e:FE r y grado9 r :/; 0

Ahora,si denotamosel gradode p comog, tenemosdoscasos.Si g ; 0 entonceslos resultados
sonc ; 0 y r ; p. En casocontrario,separamoslos valoresde cadacoeficientede p, quese
puedenescribirentérminosdelosdec y r:

p ? gAG; c ? g 8 1AH
α : 0 I α I g : p ? α AF;<8 e C c ? αA E c ? α 8 1A

p ? 0AG;<8 e C c ? 0A E r ? 0A
apartir delo cualessencilloderivar loscoeficientesdec y r.


