5. Validesa

El concepte de la validesa, o de la consequiencia logica, —que una cosa se-
gueix necessariament d’'una altra— és central en la logica. En aquest capitol,
després d’unes definicions inicials, mirem, a la seccié 5.1, la demostracié de
la invalidesa per contramodels, i a la seccid 5.2, la demostracio de la validesa
per deduccié natural. A la seccid 5.3 veiem deduccié natural per a la igualtat.
A la seccid 5.4 veiem unes exemples de teories: caracteritzacions de sistemes
matematics en la logica de predicats.

(1) Definicié (conseqiéncia logica).

Una formula A té€ com a consequéncia logica una formula B ssi tot

model d’A és un model de B.

(2) Comentari.

La relacio de conseqiiencia logica entre formules és reflexiva i transitiva,
és a dir, és un preordre.

(3) Comentari.

e Una férmula A és una tautologia ssi

W té com a consequencia A.

o Una formula A és una contradiccid ssi

A té com a consequencia [.
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(4) Definicié (sequent).

Un seqient Ay,..., A, F A consisteix en un conjunt d’antecedents

{A,,..., A} 1 un succedent A.

(5) Definicié (validesa d’un seqiient).

o Unsequent I' F A és valid ssi tot model del conjunt d’antecedents
I' és un model del succedent A,

la qual cosa escrivim I' | A;

e altrament, és inwvalid,

la qual cosa escrivim I' [£ A.

(6) Comentari.

A |= B ssi A té com a consequencia B.

Exercici 5.1. Fent servir les proposicions seglients, doneu exemples de cada un
dels vuit tipus de seqiient: hipotesi certa/falsa, conclusié certa/falsa, seqiient valid/invalid.

Hi ha un natural minim. P
Hi ha un enter minim. Q
Hi ha un natural minim i un enter minim. P A Q)

Hi ha un natural minim o un enter minim. PV @

Solucid.

1/1, valid PHPVQ,PFPPVQEPVQ
1/1,invalid PVQF P

0/1, valid QFPVQ,PANQFP,PAQEPVQ
0/1,invalid QF P

1/0, valid mai

1/0,invalid PFQ,PFPAQ,PVQFQ,PVQFPAQ
0/0, valid PAQFQ,QFQ,PAQFPAQ
0/0,invalid QF PAQ
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(7) Teorema (teorema de refutacid).

['E A ssi

£ T, —A.
Veiem llavors que sempre es pot demostrar la validesa/invalidesa d'un seqiient
a base de demostrar la insatisfactibilitat /satisfactibilitat respectivament dels
antecedents més la negacié del succedent, de les maneres que hem vist al
capitol anterior.

Pero veiem en aquest capitol maneres directes de demostrar la invalidesa

1 la validesa.

5.1 Contramodels

Per demostrar la invalidesa d’'un sequent n’hi ha prou de trobar una sola
manera perque els antecedents puguin ser tots certs alhora que el succedent
és fals.

(8) Definicié (contramodel).

Un contramodel a un sequent és una interpretacid que satisfa els ante-
cedents 1 que no satisfa el succedent.

Un sequent és invalid ssi té un contramodel.

(9) Comentari.

Un contramodel a un seqiient F A sense cap antecedent és qualsevol
interpretacio que no satisfa el succedent A.



106 5

Per exemple, podem demostrar que =P — —Q,~Q F -P V @ és invalid
per avaluar les dues férmules respecte a una valuacié que té la forma [P —
1,Q — 0]

(10) 2P+ -Q,-Q F 2PV Q

S~~~
0 1 Y 0
S—— N———
1 0

Per a un altre exemple, considerem (11).
(11) R-QV-PPVQFR—-QAP

En primer lloc, perque la conclusié sigui falsa és necessari que la primera
subférmula R de la seva 1implicacio sigui certa 1 que la segona subférmula de
la implicacio sigui falsa. Suposem que la segona subformula és falsa en virtut
de la falsedat del conjuntand @):

(12)
R QV-P.PVQOVFR— QAP |8t
N NI R S AN T I > AN A Q—0
1 1
0 0 0

0

0

Pero ara, si P és cert, la primera hipotesi és falsa, 1 si P és fals, la segona
hipotesi és falsa. Aixi, d’aquesta manera no hem pogut trobar cap con-
tramodel, pero aixo no vol dir que no n’hi hagi: tornant enrere, la segona
subférmula de la conclusié pot ser falsa també en virtut de la falsedat del
segon conjuntand, P:

(13)
R—1
R - QV~-P, PV Q F R — Q NP P—o0
N ARG S N N P S AN AN
1 T 1 0 T 1 0 Q—1
0
1 1

0

Per aquest cami, si que es troba un contramodel.
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Exercici 5.2. Demostreu la invalidesa dels seqiients proposicionals segiients:
i. —PV-QF-=(PVQ)
ii. P>QFQ—P
iii. PVQ,"P—->-QFQ

Com a exemple de demostracié de la invalidesa d'un sequent amb quan-
tificadors, considerem (14).

(14) 2Pz F Q — VzPx

Sigui en el domini almenys 'element «. Perque sigui fals el succedent volem
que Q sigui cert 1 Vo Px fals; llavors, suposem que P és fals de a:

15
(15) JzPz+ @ — VaPz {a
N Nyl

e
P {{a)

Perque sigui cert l'antecedent suposem en el domini un altre element, 3, del
qual P és cert:

(16)
JzPx &—)Vum {a, 3

1 1 0 |'Q'_>1 “
P = {{e), (5)

Podem comprovar el resultat pel metode de les expansions:

(17)
[FzPx] - [@ — VaPx] {a, 3}
[PaV _Pb ] [ Q — Pa APbH] Q1
R Y [ P {(3)} }

N —’ N —’
1 0

-~
0
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Exercici 5.3. Trobeu contramodels per als seqiients segiients:
i. VePr—>VeQzxtF Pa— J2Qx
il.  VedyRzyF JyVzRry
ili. VaVyVz(Rzy A Ryz — Rzz),YaVy(Rrzy — - Ryz),Vz3yRzy F FyVz Rry

Solucié.

i.  ({a,B)a—a, P {{a)},Q— {}])
ii.  ({a,8},[R— {{a,8),(8,a)}])
iii.  (WV,{<r})

Notem que iii no té cap contramodel finit.

5.2 Deduccio natural

Per demostrar la validesa d’'un sequent hem d’assegurar que qualsevol in-

terpretacio que satisfa els antecedents satisfa tammbé el succedent, i com que
n’hi ha un nombre infinit no les podem comprovar una amb una, sindé que

necessitem un metode més sofisticat, com ara la deduccio natural.

En la deduccié natural, una demostraciéo és un arbre amb formules a
cada fulla. L’ordenaci6 d’aquestes fulles és representada per un arranjament

vertical a la pagina (amb cada linia numerada) i amb l'organitzacio jerarquica
indicada per entracié 1 rectes verticals. Algunes formules son distingides com
a hipotesis (H); especificament, les primeres filles de l'arrel sén hipotesis
globals 1 la primera filla de cada subarbre és una hipotest local; aixi, una

derivacid pot tenir una estructura com ara la seguent:
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(18)
1. A, H Aq
2. A, As
3. As H As
s [, < A,
5. As As
A
6. Ag 6
7. A 4
. 7
3. Aq i As
9. Ag / Ay
]_0 A]O H / / AIO
11 A \ T Ay
12 A12 A12
]_3 A13 A13

La construccié de les demostracions és guiada per unes regles que consistei-
xen en unes premisses, que son o bé formules o bé subdemostracions, i una
conclusio, que és una férmula. Una formula o subdemostracio X és actual en
una formula o subdemostracio Y ssi les fulles d’X precedeixen les fulles d'Y,
1 algun antecessor de 'arrel d’Y és mare de 'arrel d’X. Una regla permet
que una demostracid sigui estesa amb la seva conclusié bé com a germana de
la fulla anterior, bé com a germana de la mare de la fulla anterior, sempre
que les seves premisses siguin actuals a la conclusié afegida.

(19) Exemple.
A (18)
o A, Ay, Az i1 Ay som actuals a la linia 5;

e a la linia 7 Ay, Ay, la primera subdemostracié 1 Ag sén actuals,
pero As, A4 1 As no sén actuals;

e a la linia 13 les dues subdemostracions sén actuals, pero la sub-
subdemostracié no ho és.
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Exercici 5.4. Per a una demostracié de la forma segiient, determineu per a cada
férmula i subdemostracio si és actual o no a cada linia seglient.

1. A4
2. Ay H
Aj

4. Ay H

5. As

6. Ag H

7. Ar

8. Asg

9. Ay

Solucié. actual a linia || 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 |

A VIV VIV VIV IV
A VI VIV VIV V]
As VIVIVIVIV]X
Ay VX | x| x| x
Ag X | X | x| X
1" subsubdem. NARARAR:
Ag V| X | X
Aq x | %
2" subsubdem. NAR:
Ag X
1" subdem. N

(20) Definici6 (hipotesi oberta).

Les hipotesis obertes d’una formula o subdemostracié X son les
hipotesis actuals a X.
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(21) Exemple.

A (18)

o Ay, Ay, la primera subdemostracid, Ag, A7, la segona subdemos-
tracio 1 A3 tenen només com a hipotesi oberta Aj;

o A3, Asi1 As tenen com a hipotesis obertes A; 1 As;

o Ay, Ay, la subsubdemostracidé i Ay, tenen com a hipotesis obertes
A1 1 Ag,
e Ajpi Ay tenen com a hipotesis obertes Ay, Ag 1 Ajq.

La construccié de demostracions és guiada per regles estructurals 1 regles
logiques, que ens han de portar finalment a la conclusio global al nivell zero
d’entracio partint inicialment de les hipotesis globals.

Una regla estructural és la regla unaria d’iteracié:

(22) Definicié (iteracié)

. A
A ITn

Aquesta regla diu que es pot copiar qualsevol formula anterior actual. Hi ha
només una altra regla estructural:

(23) Definicié (plantejament d’hipotesis).

A H
Aquesta regla nul-laria de plantejament d’hipotesis ens diu que en qualsevol
moment podem obrir una nova subdemostracié amb una hipotesi qualsevol.

Una férmula afirmmada d’aquesta manera és la hipotesi local de la subdemos-
tracio comencada.
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A més d’aquestes regles estructurals hi ha les regles logiques, regles d’in-
ferencia per a cada connectiva. Hi ha regles d’introduccio 1 d’eliminacio.

En una regla d’introduccio la connectiva s’introdueix llegint de premis-
ses a conclusio; especifica unes condicions sota les quals es pot afirmar com
a conclusio d’inferencia una férmula amb aquesta com a connectiva princi-
pal. En una regla d’eliminacio la connectiva s’elimina llegint de premisses
a conclusio; especifica unes condicions sota les quals es pot fer servir com a
premissa d’inferencia una férmula amb aquesta com a connectiva principal.
Totes les connectives tenen regles d’introduccié 1 eliminaci6 excepte la con-
nectiva B, que té només una regla d’introduccié, 1 O, que té només una regla
d’eliminacié.

La regla d’introduccié de la conjuncio és la segiient:

(24) Definicié (introduccio de conjuncic)

m. A
n. B
AANB IAm,n
Aquesta regla binaria, com totes les regles, esta subjecta a la condicié que les
premisses referenciades siguin actuals, és a dir, que cap premissa referenciada

no sigui de dintre d’una subdemostracio la recta vertical delineant de la qual
ja hagi acabat: que cap no sigui de dintre d’'una subdemostracid tancada.
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(25) Exemples.

Les instancies segiients sén correctes:

AN e

AN S

I T o e

Ay
Ay

Al AN As

Ay

Ay
As
As
As

As

Al N Ag

H

IA 1,6

IAN1,3
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(26) Exemples.

Les segiients son incorrectes:

N ol W N

© X N oW N

Ay
Ay
A, H
Ay
As
Ag
Ay A Ay A 1,4

Ay

Ay
As H
Ay
As

As

Az

Ag H
As N A, *IAN 4,8

La regla d’eliminacié de la conjuncié ve donada en dues parts:

(27) Definicié (eliminacic de la conjuncid).

n.

AANB n. AANB
A

E/\1 n B E/\2 n
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La regla d’eliminacié de la implicacio és la seguent, també anomenada
modus ponens (‘la manera de posar’):

(28) Definicié6 (eliminacié de la implicacid).

m. A— B
n. A
B E— m,n

Les regles que s’han donat fins ara permeten els tres exemples de demos-
tracions seguents.

(29) Exemple.

PP QEPAQ:

1. P H
2. P—-@Q H
3. @ E—~ 1,2
4. PANQ INL13

(30) Exemple.

PARR—>QEPAQ:

. PN\R H

2. R—-Q H

3. P EA 1

4. R EA 1

5. @ E— 2.4
6. PANQ IAN3,S
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(31) PANQ — R,Q — P,Q | R:

1. PN\Q—R H
2. Q—P H
3. Q H
4. P E— 2,3
5. PAQ IA 3, 4
6. R E—1,5

La regla d’introduccié de la implicacid és la primera regla que fa servir el
raonament hipotetic:

(32) Definicié (introduccio de la implicacio).

m. A H

. B
A—B I- m,n

Permet la validacio dels dos sequients seguients.

(33) Exemple.

P—-Q.Q—REP—-QANR:

1. P—=Q H
2. Q@Q—R H
3. P H
4. Q E—1,3
D. R E— 24
6. QAR IN4, 5
7. PQAR 13,6
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(34) Exemple.

P—(Q—+R)EFQ—(P—R):

. P=-(@—R) H
2 Q H
3. P H
4. Q— R E—~ 1,3
5 R E— 2.4
6 P—R I—+ 3,5
7. Q—+(P—-R) 1I-2,6

La regla d’'introduccié de la disjuncid, com la d’eliminacié de la conjuncié,
ve donada en dues parts:

(35) Definicié (introduccio de la disjuncid).

n. A n. B

La regla d’eliminacié de la disjuncié també s’anomena la regla de prova
per casos:

(36) Definicié (eliminacic de la disjuncid).

m. AVB
A H
' B H
po_1C

C EV m,n,p
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(37) Exemple.
PV(QAR) = PVO:

1. PV(QAR) H

2. | P H

3. |pvg < Iv2

4 |QAR H

5. 10 EA 4

6. |Pvg IV5

7. PVQ EV1,3,6

La regla d’eliminacié de la negacié s’aparta de les altres en fer referencia
no a una siné a dues ocurrencies de la connectiva:

(38) Definicié (eliminacio de la negacio).

n. ——A

A E-n

La regla d’'introduccié de la negacié és una altra regla que té com a
premissa un raonament hipotetic:

(39) Definicié (introduccid de la negacid).

A

n. | B

p- | -B
-A I-m,n,p

Aquesta regla s’anomena també la regla de reduccio a l'absurd.
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(40) Exemple.

P—Q,-QF -P:

1. P—»Q@Q H

2. Q) H

3. P H

4, Q E—~ 1,3
5. -Q IT?2

6. —-P I-3,4,5

Finalment, entre les connectives proposicionals, les regles d’introduccié
de W (nullaria) i d’eliminacié de O (unaria) sén:

(41) Definicié (introduccic de cert i eliminacio de fals).
- n. O
nn A EOn

La regla ’E0J és una forma del que s’anomena ez falso quodlibet sequitur
(‘de la falsedat en segueix qualsevol cosa’).
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Exercici 5.5. Demostreu la validesa dels seqlients proposicionals seglients:

i PH(P=Q)—=Q

il. P—>Q,Q@—RFP-SR

iii. P—-QF(Q—R)—(P—R)
iv. P>@Q,P—-(Q—-RF+-P—>R
V. P->(@Q@—RFPAQ—>R
vi. PAQ—-RFP—(Q—R)
vii PFQoP

vii. PVQ,P—> R Q- RFR

ix. PVQ,P—-RQ@—>SFRVS
X. P—--Q,QF P

xi. —P—>Q,-QFP

xii. P —=-Q,QFP

Xiil. —PFP5Q

xiv. PF=P—=Q

XV. P—-Q,P—-QF-P

XVi. PVQ@,-PFQ

xvil. FP—>P

xviii. F (P A-P)

Xix. FPV-P

Les regles per als quantificadors fan referencia a termes que presenten
evidencia entre premisses 1 conclusions via substitucions; aquestes substitu-
cions sempre han de ser lliures. La regla d’introduccié de l'existencial és:

(42) Definicié (intmduccié de l’ezistencial).

n. A{t/z}
dxA Idn,t
A{t/z} Niure
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(43) Exemple.

Pa,Qa |= 3z(Pzx A Qx):

1. Pa H
2. Qa H
3. PaAQa N1, 2
4. Fz(PzAQzx) 133, a

La regla d’eliminacié de l'existencial és:

(44) Definicié (eliminacié de l’ez‘istencial).

m. drA
A{a/z} H
B
_B Edm.,n,p,a

cap a a B
ni a cap hipotesi actual

Notem com la constant a funciona com un nom local per al testimoni de 1’ex-
istencial; representa un element arbitrari del domini, la qual cosa requereix
que de cap hipotesi actual no se’n suposi cap propietat.

La regla d’eliminacié de 'universal és:

(45) Definicié (eliminacio de ['universal).

n. VzA

A{t/z} EVn,t
A{t/z} lliure
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(46) Exemple.

Vz(Pz — Qz), Pa = Qa:

1. Vaz(Pzx—Qz) H
2. Pa H
3. Pa— Qa EV1, a
4. Qa E—~ 2,3

Finalment, la regla d’introduccié de 'universal és:

(4 ) Definicié (introduccic d  uni r ).

YV A

ca z lliurea ca 1 otesi actual

(4 ) Exemple.

Vz(Pzr — Qz),Vz(Qr — =z) EVa(Px— z):

1. Vae(Pz—Qz) H
2. Ve(Qr— z) H
3. Pz H
4 Pz — Qz EV1, x
Qx E— 3,4
6. Qr —» =z EV 2, x
x E— .6
Pr— =« — 3,

Ve(Pz — z) V





















