2. Llenguatge

El llenguatge de predicats (de primer ordre) és un codi per descriure es-
tructures (de primer ordre), on el domini D és el “domini del discurs”: el
conjunt d’objectes dels quals parlem. Si volem parlar, donem per fet que hi
ha d’haver alguna cosa de la qual parlar, llavors el domini del discurs sempre
té almenys un objecte, pero pot ser finit o infinit.

Considerem, d’'una banda, la sintaxi o forma del llenguatge i, de 1’altra,
la semantica o sentit del llenguatge, a la seccio 2.1. A la seccid 2.2 mirem en
una mica de detall el fenomen de lligament de variables en la gramatica del
llenguatge, 1 a la seccid 2.3, unes convencions de notacié. A la secci6 2.4 velem
la substitucio, un operacié de manipulacio de variables adient a molts metodes
logics, 1 a la seccid 2.5, 'avaluacio.

2.1 Termes 1 formules

Les expressions del llenguatge de predicats es defineixen a partir d’un conjunt
de simbols, el vocabulari, dividit en el vocabulari logic:

e les connectives (logiques):

— les connectives proposicionals, {—, <>, V, A\, —, 0, B};
— i els quantificadors, {V, 3}

e un conjunt de variables x,y,z,... (sén variables sobre els elements del
domini de discurs);

i el vocabulari no logic, uns conjunts de:

e — constants a,b,c,...;

— una constant s’interpreta com un element del domini del discurs;
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(1)

— lletres de funcid (“funcions”) f,g,h,..., un conjunt per a cada
arietat n > 0;

— una lletra de funcid s’interpreta com una operacio n-aria sobre el
domini del discurs;

— lletres proposicionals P,Q, R, .. .;

— una lletra proposicional s’interpreta com {()} o {};

— lletres de predicat (“predicats”) P, @, R, ..., un conjunt per a cada
arietat n > 0;

— una lletra de predicat n-aria s’interpreta com una relacié n-aria
sobre el domini del discurs.

Comentari.

Podem considerar una constant una lletra de funcié d’arietat 0 que
s’'interpreta com una operacidé 0-aria, la qual cosa identifiquem amb
I’element del domini de discurs que és el seu nic valor.

I podem considerar una lletra proposicional una lletra de predicat
d’arietat 0, que s’interpreta com una relacié O-aria, és a dir, {()} o

{}-
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(2) Definicié (interpretacid, valuacid, assignacid).

Una interpretacio del llenguatge de predicats consisteix en un domini
D, una valuacio I 1 una assignacio g tals que

e el domini D és un conjunt d’almenys un element;
¢ la valuacio I és una aplicacio que remet:

— cada constant a un element de D;

— cada lletra de funcidé d’arietat n a una operacié n-aria sobre
D;

— cada lletra proposicional a {()} o {};

— cada lletra de predicat d’arietat n a una relacié n-aria sobre

D.

?

e l'assignacio g és una aplicacido que remet cada variable a un ele-
ment de D.
Com a preparacié per a unes definicions que veurem en aquest capitol
definim ara que és una actualiziacié d’una aplicacid, com ara una valuacié o
una assignacio:

(3) Definicié (actualitzacid).

Si p és una aplicacié definida per a v, per exemple, una assignacio o
una valuacié, ufv := al, l'actualitzacié de p per v := a, és

plo = a] = (p = {{v, p(v))}) U {{v, 0)},

és a dir, 'aplicacié amb valor « per a 'argument v, 1 que coincideix
amb p per a tot argument diferent de v:

B N S1w =
plo = “](70) = #(w) altrament

(4) Exemple.

[t—1Ly—22=3|ly:=0=[z— 1,y— 0,2 — 3]
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La connecio entre vocabulari 1 estructures ve via interpretacions 1 signa-
tures:

5) Definicid (signatura, arietat d’una signatura).
g s q

o Una signatura és un subconjunt del vocabulari no logic;

e si consisteix en lletres de funcié d’arietats mq,...,m;* 1 lletres
de predicat d’arietats nq.....n;.? llavors la signatura és d’arietat
1% 1, RN K]
(ml,...,mi;nl,...,nj).

%considerant una constant com una lletra de funcié d’arietat zero

bconsiderant una lletra proposicional com una lletra de predicat d’arietat zero

(6) Comentari.

Una signatura de vocabulari fi,...,f, P,...,P; d’arietat
(my,...,mi;ny,...,n;) 1 una interpretacié amb domini D i valu-
aci6 I determinen 'estructura

(va(f1)77j(fl>7I(P1)7JI(PJ>)
d’arietat (mq,...,mi;na, ..., nj).

Notem que una signatura i l'estructura que indueix respecte a una interpre-
tacié tenen la mateixa arietat.

Hi ha dos tipus d’expressio: els termes, que tenen valors “de referencia”:
elements del domini del discurs (equivalentment, operacions 0O-aries), i les
férmules, que tenen valors “de veritat”: o bé {()}, que llegim “cert” i abreu-
gem 1, o bé {}, que llegim “fals” i abreujem 0 (és a dir, les relacions 0-aries).

Els termes 1 les formules del llenguatge son arbres els nodes dels quals
son etiquetats amb simbols del vocabulari; sén formes jerarquiques en dues
dimensions. Una notacid textual estalvia espal per representar l'estructura
jlerarquica amb parentesis, en només una dimensio.

A T’hora de definir la sintaxi dels termes i de les formules n’especifiquem
la semantica d’una manera informal i d’una manera formal; aquesta ltima
defineix per a cada expressiéo ¢ el seu valor semantic [ respecte a una
interpretacié amb valuaci6 I 1 assignacié g.
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(7)

Definicié (termes).

Sintaxi Notacio Sentit Semantica
textual intuitiu

Si x és una pronom per a al-

variable, ¥ és un || x gun element del [z]9 = g(x)

terme; domini

Si a és una cons- nom per a algun

tant, @ és un || a element del do- | [a]f = I(a)

terme; mini

Si f és una funcié

) . el resultat d’apli- F g
d’arietat n i ik )
) car l'operacié re- / \ _
t1,...,t, son ter-
presentada per f ; +
f f(t],,tn> . 1 n T
als objectes re-

mes, /[ ... \
1 tn
és un terme.

presentats per tq,
ot
) n

I(A)([t07, -

- [tal7)
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(8)

Exemple.

Sigui una signatura de vocabulari f,h,a,b d’arietat (2,2,0,0), és a dir,
f 1 h sén lletres de funcié binaries 1 a 1 b constants. Llavors el segiient
és un exemple d'un terme:

f/f\h
Ve \f N\,
AN

La notaci6 textual d’aquest terme és f(f(z, f(a,y)), (b, y)).

Sigui una interpretacié amb els naturals com a domini i valuacié I tal
que I(f) ésVoperacié de suma, I(h) és 'operaci6 de producte, I(a) és
zero 1 I(b) és u. La signatura i la interpretacié determinen l'estructura

(de fet, una algebra)
(M, +,%,0,1)

d’arietat (2,2,0,0).

Sigui una assignacié ¢ de la forma [z — 1,y — 0]. Llavors podem
avaluar:

[F(f (s fla,y)), h(b y))]7 =
[f(. f(a,u) + [h(b, )T
(T=1% + L (a, »)19) + ([0 x [y]9)
E.l() ([a]7 + [vD) + (1(b) x g(y))
(

1

+ (I(a) 4+ g(y)) + (1 x 0)
1+ (0+0)40
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Exercici 2.1. Avalueu els termes seglients respecte a la mateixa valuacié amb
Passignacié [z — 1,y +— 1,2z — 0]:

[l h(y,2)  h(f(z,y), f(2,2))

Feu el mateix interpretant les lletres de funcié com a producte i suma, modul 2.

Solucié. [f(z,h(y, z))] = 1 en ambdds casos; [h(f(x,y), f(x,2))] = 2 en el primer cas i 0
en el segon. Veiem, en ambdds casos, la no-distributivitat del producte sobre la suma.

(9) Definici6 (terme obert i terme tancat).

Un terme és obert ssi conté alguna variable; altrament és tancat.

(10) Comentari.

e El valor d’un terme és independent de 1’assignacid a variables que

no hi apareixen;

e en particular, el valor d'un terme tancat és el mateix per a qual-
sevol assignacio.

e D’una manera semblant, el valor d'un terme és independent de la
interpretacié del vocabulari no logic que no hi apareix.

Les formules es defineixen sobre la base dels termes:
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(11) Definicié (férmules), apartat I.

Sintaxi Notacio | Sentit Semantica
textual Intuitiu
Si P és una lle-
tra proposicional, || P cert o fals [P]4 = I(P)
P és una formula;
Si P és un predi- !
cat d’arietat n i els objectes re- / \ =
t1,...,t, son ter- presentats per ty, ty ta ||,
P Pty...t, | ..., t, compleixen
mes, |/ ... \ la relacié repre- {()} si <[[t1]]5177 . [[tn]]%
t tn sentada per P € I(P)
és una formula; {}  altrament

Les férmules definides a 'apartat 1 som les formules atomiques o atoms.



Llenguatge

una formula;

29
(12) Definicié (férmules), apartat Ila.
Sintaxi Notacio | Sentit Semantica
textual | intuitiu
B ¢és una formula; || W certesa g = {0}
O és una formula; || O falsedat 1017 = {}
g
Si A és una _|'
férmula, | és| —-A 1o és que A (ne- All,
A gacio)
formula; gt}
una formula; AT
Si A 1 B A g
son formules, / \ _
A ANB és que A 1 és que A B
/ \ és ( ) B (conjuncid) d
A B

[Alz N [BI;
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(13) Definicié (férmules), apartat IIb.

Sintaxi Notacié | Sentit Semantica
textual intuitiu
Si A 1 B vV g
son v formules, és que A o (inclu- / \ =
/ \ és (AV B) | sivament) és que A B ],
A B B (disjuncio)
una formula; [Al7 U [BIf
Si A i B - ?
son férmules, / \ =
— si és que A és que A B ||,
/ \ és (A= B) B (implicacio)
A B s [A] C [BI
una formula; altrament
Si A i B !
son férmules, , .o =
o és que A si i
/ \ , || (A ¢ B) | noméssiés que B !
“* (implicacio doble)
A B { si [A]7 = [BI7

una formula;

altrament

Les formules definides als apartats 11 I junts son les formules proposicionals.

Per a les connectives proposicionals podem compilar les taules de veritat

seguents:
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A B|W|O|~A|(ANB)|(AVB)|(A— B)| (Ao B)
O Oof1]0 1 0 0 1 1
0O 1410 1 0 1 1 0
1 0f1(0] O 0 1 0 0
1 14{1(0] 0 1 1 1 1
(15) Definicié (formules), apartat II1.
Sintaxi Notacio | Sentit Semantica
textual | intultiu
Si A és una
férmula 1 2 és hi ha un objecte =
una variable, r del domini | _
dx dzA tal que és que A
| és  una A (quantificacio !
, , glz=d]
A existencial) UaenlAll7
férmula;
Si A és una
formula 1 roes per a tot objecte Ve I1°
u;la variable, VoA x del domini és | =
. , o que A (quantifi- A ]l
| esouna cactd universal) Andle=d]
A NaenlAl7
férmula.

Les formules definides als apartats I, IT 1 TIT junts

primer ordre, o simplement les formules.

son les formules de
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(16) Exemples.

Com a exemple de formules de primer ordre considerem formules
p p

que representen propietats de la relaciéo binaria representada per un

predicat binari R:

Propietat H férmula

reflexivitat || Ve Rxx

irreflexivitat | Ve—Raxx
simetria || VaVy(Rxy — Ryx)
asimetria || VaVy(Rxy — -~ Ryx)
transitivitat | VaVyVz((Rzy A Ryz) — Rxz)
intransitivitat | VaVyVz((Rzy A Ryz) — - Rxz)

Una variacié del llenguatge de predicats és el llenguatge de predicats amb
tgualtat. Per a aquest afegim al vocabulari logic un predicat binari d’igualtat
= 1 afegim la clausula seglient a la definicié de férmules:

(17)  Sintaxi Notacié | Sentit Semantica
textual | intuitiu

Si t; és un terme = !
1ty és un terme, / \ =
= P t1 és el mateix A B 7
/ \ és | 1T P | que ty (igualtat)

A B { {03 i [t]7 = [t07

una formula; {}  altrament

(18) Exemple.

La propietat d’antisimetria de la relacio binaria representada pel predi-
cat binari R és representada per la férmula VaVy((Rzy A Ryz) — = =

y)-
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Amb l'igualtat podem expressar també propietats d’operacions:

(19) Exemples.

Les propietats segiients d’una operacié binaria representada per una
lletra de funcidé binaria f son expressades per les formules donades:

Propietat H formula
assoclativitat | VaVyVzf(f(z,y),z) = f(z, f(y,2))
commutitivitat | VaVy f(z,y) = f(y, )
idempotencia || Vo f(z,z) =

Exercici 2.1. Doneu formules expressant les propietats d’absorcid, distribucio,
involucid i neutre.

2.2 Lligament

Hem vist en la definicié de formules que els quantificadors, a diferencia de
les connectives proposicionals, sempre van amb variables. Diem que son ope-
radors que [liguen variables. Probablament no és la primera vegada que el
lector trobi operadors que lliguen variables, per exemple en el calcul infini-
tessimal trobem expressions com ara [ f(z)dz on [...dz lliga la variable
z en f(z). Notem que igual que no s’escriu mai [ ...d4 amb una constant
enlloc de la variable, ja que no té sentit, no escrivim mai Ya o da amb una
constant enlloc de la variable, perque tampoc no té sentit.

En aquesta seccio definim uns conceptes en relacié amb el lligament que
es necessitaran per a enunciar correctament uns metodes de manipulacié de
formules.

(20) Definicié (abast o camp).

L’abast (o camp) de Vocurrencia d'una quantificacié Qz (Jz o V) en
una formula és la subformula 'arrel de la qual és la filla de Qu.



(21) Exemple.
Considerem

Va(JyVz(Pw A Qzyx) — Ve Rzy).

o L’abast de la primera Vz és la subformula amb arrel —;
o L’abast de la dy és la subformula amb arrel Vz;

o L’abast de la Vz és la subférmula amb arrel A;

L’abast de la segona Vz és la subformula amb arrel R.

(22) Definicié (ocurrencia [liure 1 ocurrencia lligada d’una variable).

e Una ocurrencia d’una variable z és lliure ssi aquesta ocurrencia
no es troba dintre ’abast de cap quantificacié Qx d’x;

e altrament l'ocurrencia d’x és lligada per la quantificacio Qx d’x

més propera dintre ’abast de la qual es troba aquesta ocurrencia.

(23) Exemple.

Per a I’exemple de (21) tenim:
o La w és lliure;
o La z és lligada;
e La primera y és lligada;
o La primera x és lligada, per la primera Vu;
o La segona z és lligada, per la segona Vz;

o La segona y és lliure.
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(24) Comentari.

e Son les ocurréncies de les variables que son lligades o lliures:
en 'exemple (21), y té una ocurrencia lligada i una altra de lliure.

o El fet que 'ocurrencia d’una variable sigui lliure o lligada és re-
lativ a una formula: a (21) la primera z és lligada, pero en la
subformula amb arrel — és lliure.

(25) Definicié (enunciat o formula tancada, formula oberta).

e Una formula és un enunciat o una formula tancada ssi no té cap
variable lliure;

e altrament és una formula oberta.

(26) Comentari.

El valor d'una férmula és independent de 1’assignacié a variables que
no hi apareixen lliures.

En particular, el valor d'un enunciat (férmula tancada) és el mateix
per a qualsevol assignacio.

D’una manera semblant, el valor d’una férmula és independent de la
interpretacié del vocabulari no logic que no hi apareix.

2.3 Notacio

Per facilitar la lectura de la notacidé textual assumim una abreviatura se-
gons la convencié que les connectives unaries (-, Vz,dz) tenen precedencia
sobre les connectives binaries, 1 que A 1 V tenen precedencia sobre —, que té
precedencia sobre ¢:
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gi >{C}>{—>}>{<—>}

(28) Exemple.

p

notacio textual: P
notacio textual abreujada: P

(29) Exemple.

N—— 1 — ]

notacio textual: == P
notacio textual abreujada: =P

(30) Exemple.
s
/\/ \R
/N
p Q

notacié textual: ((P A Q) — R)
notacié textual abreujada: P A Q — R
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(31) Exemple.
N
N
l
/N
P Q

notaci6 textual: (=(P A Q) — R
notaci6 textual abreujada: =(P A Q) — R

(32) Exemple.
—
) / \ﬁ
ﬁ / \ ‘
\

YV P

|
/\x E/ \T
N PN
N,

notacié textual: ((—3z(Ex A Fex) — Vz(Ex — Tdx)) <» —P)
notaci6 textual abreujada: =3z(Exz A Fex) — Va(Ex — T'dx) <» =P

X
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Exercici 2.2. Representeu les formules seglients en notacié textual amb el minim
de paréntesis:

i ii.

N aN

- A
LN,
N\
P Q R P
. iv. y
- vz/ \R
v Jy
RN |
P - A
SN N
a Q R R Q
RN
y x y
Solucis.

iii. =(PaV(Q — R)) iv. Vzdy(RyAQzy)V R
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Exercici 2.3. Les notacions seglients soén les notacions textuals abreujades de
quines férmules?

i. PA-Q —R

ii. VePxA-Qr— Rx

iii. PAJyQya — R

iv. Vedy(PzV Qy) — RxV Sy

Solucié.

A/%\R /A< N\,
VRN “ oo

N TN
7 ]
N\ 7
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En un petit abis de la notaciod, a vegades escruirem, per exemple, AABAC
(o0 AV BV C), tot i que segons les nostres convencions de parentesitzacio
no ens diguin si la forma seria AN (BAC) o (AANAB)AC (0o AV (BV
C)o (AV B)V C). Aixé ens ho permetrem fer quan no ens importen les
alternatives, siné només la informaciéo que s’expressa, que és la mateixa.
D’altra banda no ens permetrem mai escriure, per exemple, A -+ B — C,
ja que les convencions de parentesitzacio no ens digui si s’hauria d’entendre
A— (B—C)o(A— B)— C,ilainformacié que expressen aquestes dues
formes és en general diferent.

2.4 Substitucio

(33) Definicié (substitucio).
Una substitucio és una aplicacié d'unes variables a uns termes,

.'L'1'—>t1
.'L'2'->t2

Ty — Ty

que escrivim de la manera segiient:

{tl/mlatZ/'rZa tet atn/xn}

Llegim t/x: (terme) t “sobre” (variable) .
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4 Exemple.

Sén substitucions 1 s s u nts

sén substitucions ni
e
| ‘s
1 sult t lc st ult m nt 1t u lico s on
tot ocu nci lliu un 1 bl Il ul’s ni 1
substitucid
Exemple.
me
ot Isulti s ls u lic ui 1 lic

’

1 s s












