Numerar vértices DFS

acción NUMERAR_VERTICES ( g es grafo ) 

{ Pre : g es un grafo  dirigido }


Para cada v(V  hacer  


g:= Marcar( g, v, 'no_visto' )  



v.num-dfs := 0;    



v.num-invdfs := 0;


fpara


ndfs := 0; ninv := 0 ;


Para cada v(V  hacer 



Si (Visto( g, v ) entonces



NV-1( g, v, ndfs, ninv ); 


fpara

facción
acción  NV-1 ( g es grafo; u es vértice; 

  

       nd, ni es nat ) 


nd:= nd+1;      u.num-dfs := nd;  


g:= Marcar( g, v, 'visto' )  




Para cada w ( succ(g,u) hacer


Si (Visto( g, w )  entonces 




NV-1( g, w, nd, ni)


fpara


ni := ni+1;     u.num-invdfs := ni;



ffunción

Numerar vértices DFS – (Iterativo)
acción NUMERAR_VERTICES ( g es grafo ) 

{ Pre : g es un grafo  dirigido }


p:= pvacia;


ndfs := 0;


Para cada v(V  hacer  


g:= Marcar( g, v, 'no_visto' )  



v.num-dfs := 0;    



p:= apilar(p, v);

fpara


Mientras (vacia(p) hacer


u:=cima(p);    p:=desapilar(p);



Si (Visto( g, u ) entonces


         g:= Marcar( g, u, 'visto' )


         ndfs:= ndfs+1;      

                   u.num-dfs := ndfs;   





         Para cada w ( succ(g,u) hacer



    Si (Visto( g, w )  entonces 




p:=apilar(p, w);



         fpara

fmientras
ffunción

Árbol (bosque) asociado al DFS

Contiene :

· Todos los vértices de G

· Todas las aristas de G que durante el recorrido tenían un extremo ‘visto’ y el otro ‘sin visitar’

función ARBOL-DFS ( g es grafo ) 

             dev ( B es bosque )

{ Pre : g es un grafo dirigido }

Para cada v(V hacer  


g:= Marcar( g, v, 'no_visto' )  

fpara

B := bosque_vacio;


Para cada v(V  hacer 



Si (Visto( g, v )   entonces




   T:= arbol_vacio;


              TDFS-1( g, v, T);



              B:= añadir_arbol( B, T );


fpara


dev ( B )

ffunción
acción  TDFS-1 ( g es grafo; u es vértice; 

           T es árbol) 

g:= Marcar( g, u, 'visto' );  


T:= añadir_vértice( T, u );


Para cada w ( succ(g,u) hacer


Si (Visto( g, w )  entonces



 TDFS-1( g, w, T );

                    




              T:= añadir_arista( T, u, w );


fpara


dev  ( g, T )

ffunción

G NO DIRIGIDO

Clasificación de las aristas de G en dos clases una vez fijado un  TDFS :

· tree edges o aristas del árbol : Son las aristas de G que aparecen en el TDFS y conectan padres con hijos en el árbol.

· back edges o aristas de retroceso : Son las aristas de G que no aparecen en el TDFS y conectan descendientes con antecesores en el árbol.
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G DIRIGIDO

Clasificación de las aristas de G en cuatro clases una vez fijado un  TDFS :

· tree edges o aristas del árbol : Son las aristas de G que aparecen en el TDFS y conectan padres con hijos en el árbol.

· back edges o aristas de retroceso : Son aristas de G que no aparecen en el TDFS y conectan descendientes con antecesores en el árbol.

· forward edges, o aristas descendientes : Son aristas de G que no aparecen en el TDFS y conectan antecesores con descendientes en el árbol. 

· cross edges, o aristas cruzadas : Son aristas de G que no aparecen en el TDFS y que conectan vértices no relacionados en el TDFS .Estas aristas siempre van de derecha a izquierda en el árbol (o de izquierda a derecha, todo depende de cómo se dibuje ).
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Aplic. DFS: test de ciclicidad

Lema : Sea G=(V,E) un grafo dirigido y TDFS el árbol del recorrido en profundidad de G, 

G contiene un ciclo dirigido si y sólo si G contiene una arista de retroceso.

Por tanto :  Hay que detectar la presencia de una arista de retroceso. 

El método : mantener, para el camino que va desde la raíz al vértice actual, qué vértices lo componen. Si alcanzamos un vértice que ya estaba en el camino, hay ciclo !!!!!

Coste: con multilistas de adyacencia O(n+e)
función CICLOS ( g es grafo ) dev ( b es bool )

{ Pre : g es un grafo dirigido }


Para cada v(V  hacer  



g:= Marcar( g, v, 'no_visto' ); 



v.en-camino := FALSO ;

                   al vértice actual */

 
fpara

b := FALSO; 
     /* inicialmente no hay ciclos */


Para cada v(V mientras (b  hacer  



Si (Visto( g, v ) entonces



CICLOS-1( g, v , b);


fpara


dev ( b )

ffunción
acción  CICLOS-1 ( g es grafo; u es vértice; b es bool )


g:= Marcar( g, u, 'visto' );       


u.en-camino := CIERTO;       


Para cada w ( suc(g,u) mientras ( b  hacer 



Si    Visto( g, w ) ( w.en-camino  entonces





 b := CIERTO     



Si (Visto( g, w ) ( ( b entonces



 CICLOS-1 ( g,w,b )


fpara



u.en-camino := FALSO 

facción

Puntos de articulación

Definición : Sea G=(V,E) un grafo no dirigido conexo, v(V es un punto de articulación si el subgrafo G’ = ( V-{v}, E-{todas las aristas de E de la forma <v,w>}) deja de ser conexo.

Definición : Un grafo biconexo es un grafo conexo y sin puntos de articulación.

( Aunque falle un nodo de la red, el resto de la red sigue manteniendo la conectividad.

                       


Idea : Supongamos que tenemos calculado el TDFS de G y que también sabemos que aristas de G son back.

Sea r = raiz ( TDFS ).

· r es un punto de articulación si tiene más de un hijo en el árbol.

·  (u(V, u(r, u es punto de articulación si al eliminarlo del árbol desde alguno de sus descendientes no se puede ‘ascender’ hasta alguno de los antecesores de u en el árbol.

Definimos:
másalto[u] = el numdfs del nodo w más alto del árbol que se puede alcanzar desde u bajando cero ó más tree-edges y subiendo entonces como máximo un back-edge.

· Por lo tanto: u(r es punto de articulación sii tiene un hijo x tal que másalto[x](numdfs[u].

¿ Cómo se calcula (u (V másalto[u] ?

másalto[u] = 

MIN (  numdfs[u],

numdfs[w] (w(V t.q. (u,w)(E y (u,w) (TDFS  ( salimos de u subiendo por una arista back ),

másalto[x] (x(hijos(u, TDFS) )
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Implementación : Un recorrido en profundidad calculando numdfs para cada vértice cuando se baja y calculando másalto para cada vértice cuando se sube.

Coste: con multilista de adyacencia O(n+e)

función PA ( g es grafo ) dev ( l es lista_vértices )

{ Pre : g es un grafo no dirigido conexo}


Para cada v(V  hacer  



g:= Marcar( g, v, 'no_visto' ); 



v.ndfs := 0 ; v.ma := 0;



/* numdfs y másalto, respectivamente */
                   

 
fpara


prenum := 0; l : = lista_vacia();



PA-1( g, v, prenum, l, null ); /* v arbitrario*/

fpara
{ Post : l contiene los vértices que son puntos de articulación del grafo }


dev ( l )

ffunción

acción PA-1( g es grafo; v es vértice; 

           pren es nat; l es lista_vértices;  p es vértice ) 


pren := pren +1; v.ndfs := pren;


v.ma := v.ndfs; 

/* inicialmente el más alto que se puede alcanzar es él mismo */

g:= Marcar( g, v, 'visto' );

es_pa := FALSO; nh:= 0;

/* de momento no es punto de articulación y el número de hijos tratados es cero */


Para cada w ( ady(g,v) hacer   



Si  Visto( g,w ) ( w ( p entonces



v.ma := min (v.ma,w.ndfs);



Si (Visto( g,w ) entonces



 PA-1( g, w, pren, l, v );




 v.ma := min (v.ma, w.ma);

Si 
p = null entonces  

nh := nh +1;

sino  Si
w.ma ( v.ndfs entonces
es_pa := TRUE;


fpara

Si
p = null ( nh > 1 entonces l := añadir ( l, {v});


Si 
p ( null ( es_pa entonces l := añadir ( l, {v});

facción
Componentes fuertemente conexas
Definición : Un grafo dirigido es fuertemente conexo si para todo par de vértices diferentes u y v hay un camino de u a v (u (( v ) y otro de v a u (v (( u ). Una componente fuertemente conexa (CFC) de un grafo es un conjunto maximal de vértices tales que el subgrafo formado es fuertemente conexo.

Algoritmo : Sea G=(V,E) un grafo dirigido,

1. DFS(G) etiquetando los vértices con la numeración en el orden inverso del recorrido.

2. Calcular GT girando el sentido de las aristas de G.

3. DFS(GT) pero en orden decreciente de los valores invdfs de las etiquetas de los vértices. Anotar cada uno de los árboles encontrados. Cada uno de ellos es una componente fuertemente conexa (CFC).

Coste: con multilistas de adyacencia O(n+e)

Ejemplo:


Propiedades:
1. Si a (( b y b (( a, entonces a y b pertenecen a =CFC

2. Si 2 vértices pertenecen a =CFC, cualquier camino que los une nunca sale de la CFC

3. Las CFC definen una partición de los vértices

4. Las CFC de G son las mismas que las de GT 

5. Para todo DFS realizado, todos los vértices que ( a =CFC aparecen en = TDFS 

Definición : 

El progenitor de u, ((u), es aquel vértice w tal que se puede alcanzar desde u y que tiene el invdfs más grande.

    
( ((u) = w, t.q. u((w y w.invdfs es máximo.

Teorema :

En un grafo dirigido G=(V,E), el ((u) de cualquier vértice u (V es un antecesor de u en el TDFS.

Teorema:

Sea G=(V,E) un grafo dirigido, dos vértices u, v pertenecen a =CFC sii tienen el mismo progenitor en el DFS de G.

Volvamos al  Algoritmo:

1. DFS(G) etiquetando los vértices con la numeración en el orden inverso del recorrido (para calcular la numeración inversa)

2. Calcular GT.

3. DFS(GT) pero en orden decreciente de los valores invdfs de las etiquetas de los vértices (para saber de quién son progenitores, los progenitores)

Sea v el vértice con v.inv-dfs mayor. Necesariamente v es el progenitor de alguien.

4. Si empezamos haciendo el DFS(GT) por v, el primer árbol contiene todos los vértices que alcanzan v, y por lo tanto, los vértices de la CFC que tiene a v como progenitor.

Siguiendo con este razonamiento, demostramos la corrección del algoritmo.

Teorema :

En un grafo dirigido G=(V,E), el ((u) de cualquier vértice u (V es un antecesor de u en el TDFS.

Prueba :

· Si u = ((u) es trivialmente cierto.

· Si u ( ((u) ,

· ((u) no puede ser descendiente de u porque entonces ((u).invdfs<u.invdfs ( imposible por def. )

· no puede ser que no exista relación entre u y ((u) porque entonces ambos tendrían un antecesor común, por ejemplo x, con un x.invdfs mayor que el de ellos ( el de u y el de ((u) ) y se contradeciría la elección de ((u).

· si ha de existir relación entre ellos y no es que ((u) sea descendiente de u entonces es que ((u) es antecesor de u. 

Corolario :

Para cualquier DFS de un grafo dirigido G=(V,E), los vértices u y ((u), para todo u (V, pertenecen a =CFC.

Prueba :

Por definición de progenitor u ((((u), y por el teorema anterior sabemos que ((u)(>u ya que ((u) es antecesor de u en el TDFS. Luego ambos pertenecen a =CFC.

Teorema:

Sea G=(V,E) un grafo dirigido, dos vértices u, v pertenecen a =CFC sii tienen el mismo progenitor en el DFS de G.

Prueba :

( : Supongamos que u y v pertenecen a =CFC. Todos los vértices alcanzables desde u también son alcanzables desde v y viceversa ya que hay caminos en los dos sentidos entre u y v. Por definición de progenitor se puede concluir que ((u)=((v).

( : Supongamos que ((u)=((v) por el colorario anterior u y ((u) están en =CFC, y v y ((v) también están en =CFC. Por tanto, u y v están en =CFC.

Un ejemplo:

                                                         



RECORRIDO EN ANCHURA
(por niveles)
Breadth-First Search - BFS
Fijado un vértice x, primero se visita x, luego los hijos de x, luego los hijos de los hijos de x, etc. 

Algoritmo : Partir de la versión iterativa del DFS sustituyendo la pila por una cola.
acción REC-ANCHO ( g es grafo ) 

{ Pre : g es un grafo dirigido }


Para cada v(V  hacer  



g:= Marcar( g, v, 'no_visto' ) 


fpara

Para cada v(V  hacer 



Si (Visto( g, v ) entonces 



REC-ANCHO-1( g, v )


fpara

faccción

acción  REC-ANCHO-1 ( g es grafo; 


           


u es vértice )

c := cola_vacia;      


c := encolar( c, u );



Mientras (vacia (c ) hacer 



u := primero( c );    c := desencolar( c);



Si (Visto( g, u ) entonces



        Marcar( g, u, 'visto' ); 



        Para cada w ( succ( g, u) hacer



Si (Visto( g, w ) entonces





c := encolar( c, w );



        fpara

  fmientras
facción
Coste con listas de adyacencia : ((n+e).

Se puede mejorar para que no haya repetidos en la cola y para que sepamos por qué nivel vamos.

Otra versión ( la buena ) : No hay repetidos en la cola porque se marcan a ‘visto’ antes de entrar en la cola. Además, un vértice sale de la cola en el momento en que todos sus hijos no ‘vistos’ han entrado y para cada vértice se calcula a qué distancia se encuentra de la raíz y se almacena en d[u].
acción  REC-ANCHO-1.V1 ( g es grafo; 


           u es vértice )

c := cola_vacia;  


Marcar( g, u, 'visto' ); 


d[u] := 0;  /* distancia de u a la raíz = 0 */


c := encolar( c, u );



Mientras (vacia (c ) hacer


u := primero( c );    



Para cada w ( ady( g, u) hacer


         Si (Visto( g, w ) entonces
 


Marcar( g, w, 'visto' ); 




d[w] := d[u] +1;




c := encolar( c, w );



fpara



c := desencolar( c);



  fmientras
facción
Árbol asociado al recorrido en anchura - TBFS-  

Se construye igual que el TDFS.

Clasificación de las aristas de G en función del TBFS: 

· grafo no dirigido : tree edges y cross edges ( no hay aristas back ).

· grafo dirigido: tree edges, back edges y cross edges. Las cross pueden ir tanto de derecha a izquierda como de izquierda a derecha. No existen aristas forward. 

Distancias mínimas

Definición : se define la distancia más corta entre los vértices s y v, ((s,v), como el mínimo número de aristas en cualquier camino entre s y v en G.

Teorema : Sea G=(V,E) un grafo y sea TBFS=(V,F) el árbol asociado al recorrido en anchura de G.

Para cada vértice w, la longitud del camino desde la raíz hasta w en TBFS coincide con la longitud del camino más corto desde la raíz hasta w en G ( d[w] = ((s,w).

Utilidad del BFS

· Encontrar el camino más corto entre dos vértices dados. El grafo puede estar explícito o implícito


1. Salir de un laberinto
3. 
2. N-Puzzle

ORDENACION TOPOLÓGICA

El algoritmo de ordenación topológica, Topological Sort, genera una ordenación lineal de todos los vértices de un grafo dirigido y acíclico tal que si (u,v)(E entonces u aparece antes que v en la ordenación. 

Ejemplo : Para el grafo que se presenta en la siguiente figura, 
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· una ordenación es O1 = { 1, 2, 4, 3, 9, 5, 7, 6, 8 }, 

· otra es O2 = { 9, 1, 3, 2, 5, 4, 6, 7, 8 }. 

· Hay más posibilidades 

Algoritmo: Un vértice u sólo puede aparecer en la secuencia cuando todos sus predecesores ya están en la secuencia ( Insertar el vértice en algún momento posterior a la entrada del último de sus predecesores en la secuencia. 

Implementación hábil: Llevar un contador para cada vértice que indique cuántos de sus predecesores faltan por aparecer en la secuencia.

En el momento en que ese contador sea cero, el vértice en cuestión ya está en condiciones de aparecer.

función ORD-TOPO ( g es grafo ) 



dev ( s es secuencia ( vértices ) )

{ Pre : g es un grafo dirigido y sin ciclos }


c := conj_vacio ;


Para cada v(V  hacer  



NP[v] := 0;       c := añadir( c, v );


fpara


Para cada v(V  hacer  


      Para cada w ( suc(g,v)  hacer  



NP [w] := NP [w] + 1;     



c:= eliminar( c, w );


      fpara

fpara

/* para cada v ( V, NP[v] contiene el número predecesores que tiene v en g  y c es el conjunto que contiene los vértices que tienen cero predecesores. El recorrido puede comenzar por cualquiera de ellos  */


s := sec_vacia;


Mientras (vacio ( c ) hacer


v := obtener_elem( c ) ;



c := eliminar( c, v );



s := concatenar( s, v );



Para cada w ( suc(g,v)  hacer  



    NP[w] := NP[w] -1; 



   
Si   NP[w] = 0 entonces




 c := añadir( c, w );



fpara


fmientras
{ Post : s = orden_topológico( g ) }


dev ( s )

ffunción
Coste con listas de adyacencia : ((n+e).
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