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@ Eficiencia de un algoritmo = consumo de recursos de
cémputo: tiempo de ejecucion y espacio de memoria
@ Analisis de algoritmos — Propiedades sobre la eficiencia
de algoritmos
e Comparar soluciones algoritmicas alternativas
e Predecir los recursos que usara un algoritmo o ED
e Mejorar los algoritmos o EDs existentes y guiar el disefio
de nuevos algoritmos



En general, dado un algoritmo A cuyo conjunto de entradas es
A su eficiencia o coste (en tiempo, en espacio, en numero de
operaciones de E/S, etc.) es una funcibn T de Aen N (0 Q0 R,
segun el caso):

T:A—>N
a— T(a)
Ahora bien, caracterizar la funcién T puede ser muy

complicado y ademds proporciona informacion inmanejable,
dificilmente utilizable en la practica.



Sea A, el conjunto de entradas de tamanony T, : A, — Nla
funcién T restringida a A,,.

@ Coste en caso mejor.

Tmejor(n) = min{Ty () | € An}.
@ Coste en caso peor.

Tpeor(n) = méx{T,(a) | € A,}.
@ Coste promedio:

Tavg(n) = Z Pr(a) Th(a)

OCE-An

= >k Pr(T, = k).

E>0



@ Paratodo n > 0y para cualquier a € A,
Tmejor(n) < Tp(a) < Tpeor(n)-
© Paratodon >0

Tmejor(n) < Tavg(n) < Tpeor(n)~



Estudiaremos generalmente sélo el coste en caso peor:

@ Proporciona garantias sobre la eficiencia del algoritmo, el
coste nunca excederd el coste en caso peor

© Es mas facil de calcular que el coste promedio



Una caracteristica esencial del coste (en caso peor, en caso
mejor, promedio) es su tasa de crecimiento
Ejemplo

@ Funciones lineales: f(n) =a-n+b= f(2n) ~2- f(n)

@ Funciones cuadréaticas:
gln)=a-n?+b-n+c=g(2n)~4-g(n)

Se dice que las funciones lineales y las cuadraticas tienen
tasas de crecimiento distintas. También se dice que son de
ordenes de magnitud distintos.



log,m n  mnlogyn n? n3 ik
1 2 2 4 8 4
2 4 8 16 64 16
3 8 24 64 512 256
4 16 64 256 4096 262144
5 32 160 1024 32768 6,87 10
6 64 384 4096 262144 4,72 -10%
{ N L C Q E
¢+1 2N 2(L+N) 4C 8Q E?




Los factores constantes y los términos de orden inferior son
irrelevantes desde el punto de vista de la tasa de crecimiento:
p.e. 30n2 + /n tiene la misma tasa de creciemiento que

2n? + 10m = notacion asintética

Definicion
Dada una funcién f : R™ — R™ la clase ©(f) (O-grande de f)

es
O(f)={g:RT =R" | Ing IcVn>no:g(n)<c-f(n)}

En palabras, una funcion g esta en ©(f) si existe una constante
ctal que g < ¢- f para toda n a partir de un cierto punto (ng).



Aunque O(f) es un conjunto de funciones por tradicion se
escribe a veces g = O(f) en vez de g € O(f). Sin embargo,
O(f) = g no tiene sentido.
Propiedades basicas de la notacién ©:
Q Silim, . g(n)/f(n) < +oo entonces g = O(f)
© Es reflexiva: para toda funcién f : R™ — R™, f = O(f)
© Es transitiva: si f = ©(g) y g = ©(h) entonces f = O(h)
© Paratoda constante ¢ > 0, O(f) = O(c- f)



Los factores constantes no son relevantes en la notacién
asintética y los omitiremos sistematicamente: p.e. hablaremos
de O(n) y no de O(4 - n); no expresaremos la base de
logaritmos (©(logn), ya que podemos pasar de una base a
otra multiplicando por el factor apropiado:

_ logyz
~ logyc

log. z



Otras notaciones asintoticas son Q2 (omega) y © (zita). La
primera define un conjunto de funciones acotada inferiormente
por una dada:

Q(f)={g:RT5RT | Ing Ic>0Vn>no:g(n)>c-f(n)}

La notacién Q2 es reflexiva y transitiva; si lim,, ., g(n)/f(n) > 0
entonces g = Q(f). Por otra parte, si f = ©(g) entonces
g = Q(f) y viceversa.



Se dice que O(f) es la clase de las funciones que crecen no
mas rapido que f. Analogamente, Q(f) es la clase de las
funciones que crecen no mas despacio que f.

Finalmente,

e(f) =a(f)no(f)

es la clase de la funciones con la misma tasa de crecimiento
que f.

La notacion © es reflexiva y transitiva, como las otras. Es
ademads simétrica: f = ©(g) siy solo si g = ©(f). Si

lim,_,» g(n)/f(n) = cdonde 0 < ¢ < oo entonces g = ©(f).



Propiedades adicionales de las notaciones asintéticas (las
inclusiones son estrictas):

@ Para cualesquiera constantes a < 8, si f es una funcién
creciente entonces O(f%) C O(fP).

© Para cualesquiera constantes a y b > 0, si f es creciente,
O((log £)*) C O(f*).

© Para cualquier constante ¢ > 0, si f es creciente,
o(f) c o(c).



Los operadores convencionales (sumas, restas, divisiones,
etc.) sobre clases de funciones definidas mediante una
notacion asintotica se extienden de la siguiente manera:

A®B={h|3f € ANJgEe B :h=f®g}

donde Ay B son conjuntos de funciones. Expresiones de la
forma f ® A donde f es una funcién se entenderd como
{f}® A

Este convenio nos permite escribir de manera comoda
expresiones como n + O(logn), n®1), 6 ©(1) + O(1/n).



Regla de las sumas:

©(f) + ©(9) = ©(f + g) = ©(max{/f, g}).
Regla de los productos:

(f)-©(g) =O(f - 9).

Reglas similares se cumplen para las notaciones © y Q.



Andlisis de algoritmos iterativos

@ El coste de una operacién elemental es ©(1).

@ Si el coste de un fragmento S; es fyelde Sy es g
entonces el coste de S1; Sz es f + g.
© Sielcostede S; es f, elde S, es g y el coste de evaluar B
es h entonces el coste en caso peor de
if B then S
elseS,

es max{f + h,g+ h}.



© Si el coste de S durante la i-ésima iteracién es f;, el coste
de evaluar B es h; y el nUmero de iteraciones es g
entonces el coste T de
while B do
S

es
i=g(n)

T(n) = Z fi(n) + hi(n).
=1

Si f = méax{f; + h;} entonces T = O(f - g).



Andlisis de algoritmos recursivos

El coste (en caso peor, medio, ...) de un algoritmo recursivo
T(n) satisface, dada la naturaleza del algoritmo, una ecuacion
recurrente: esto es, T'(n) dependera del valor de T para
tamafos menores. Frecuentemente, la recurrencia adopta una
de las dos siguientes formas:

T(n) = a-T(n—c) + g(n),
T(n) = a-T(n/b) + g(n).

La primera corresponde a algoritmos que tiene una parte no
recursiva con coste g(n) y hacen a llamadas recursivas con
subproblemas de tamarfio n — ¢, donde ¢ es una constante.

La segunda corresponde a algoritmos que tienen una parte no
recursiva con coste g(n) y hacen a llamadas recursivas con
subproblemas de tamafo (aproximadamente) n/b, donde b > 1.



Teorema

Sea T'(n) el coste (en caso peor, en caso medio, ...) de un
algoritmo recursivo que satisface la recurrencia

T(n) = f(n) Si0<m < ng
a-T(n—c)+g(n) sin>ng,

donde nq es una constante, ¢ > 1, f(n) es una funcion
arbitraria y g(n) = ©(n*) para una cierta constante k > 0.
Entonces
O(n*) sia<1
T(n) =< ©(n**1) sia=1
©(a™*°) sia>1.




Teorema

Sea T'(n) el coste (en caso peor, en caso medio, ...) de un
algoritmo recursivo que satisface la recurrencia

T(n)_{f(n) Si0<m < ng
“ e T(r/8) + g(n) sin>no,

donde nq es una constante, b > 1, f(n) es una funcion
arbitraria y g(n) = ©(n*) para una cierta constante k > 0.
Sea a = log, a. Entonces

B(n*) Sia <k
T(n) =4 ©(n*logn) sia=k
o(n2) sia > k.




