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GRAFOS

1. DEFINICIONES

El lector o lectora ya conocen el tipo de datos grafo porque ha sido introducido en
otras asignaturas que preceden a ésta. Esta seccidn se va a dedicar a recordar la
terminologia que se emplea con ellos. En general, un grafo se utiliza para
representar relaciones arbitrarias entre objetos del mismo tipo. Los objetos reciben
el nombre de nodos o vértices y las relaciones entre ellos se denominan aristas. El
grafo G, formado por el conjunto de vértices V y por el conjunto de aristas E, se
denota por el par G=<V,E>.

Habitualmente distinguimos entre grafos dirigidos y no dirigidos, dependiendo de si
las aristas estan orientadas o no lo estan, y entre grafos etiquetados o no
etiquetados en funcién de si las aristas tienen o no informacién asociada.
Graficamente (los circulos representan los vértices y las lineas que los unen
representan las aristas):

O S
oo

Grafo no dirigido y no etiquetado Grafo dirigido y etiquetado

El tipo grafo que vamos a usar no permite aristas ‘lazo’ (una arista en que el mismo
vértice es origen y destino), ni tampoco ‘multiaristas’ (dados dos vértices existe
entre ellos mas de una arista en el mismo sentido). Las operaciones que vamos a
manejar van a ser las habituales de los conjuntos (crear, insertar elemento, eliminar
elemento) sabiendo que tenemos elementos de dos tipos: vértices y aristas, y
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operaciones especificas como grado, sucesores, adyacentes, etc. No seremos
excesivamente rigurosos y haremos todas las salvedades que nos convengan para
no tener que entrar en grandes detalles de implementacion.

1.1. Adyacencias

Sea G=<V,E> un grafo NO DIRIGIDO. Sea v un vértice de G, ve V. Se define:

- adyacentes de v, ady(v) ={ veV | (v,v)eE}

- grado de v, grado(v) = | ady(V) |. Si un vértice esté aislado, su grado es cero.

Sea G=<V,E> un grafo DIRIGIDO. Sea v un vértice de G, ve V. Se define:
- sucesores de v, suc(v) ={ veV | (v,v)eE }

- predecesores de v, pred(v) ={ veV | (V,v)eE }

- adyacentes de v, ady(v) = suc(v)upred(v)

- grado de v, grado(v) = | |suc(v)| - |pred(v)] |

- grado de entrada de v, grado_e(v) = |pred(v)|

- grado de salida de v, grado_s(v) = [suc(V)|

1.2. Caminos

Un camino de longitud n>0 en un grafo G=<V,E> es una sucesién {vy,vy, ...,v, } tal
que :

- todos los elementos de la sucesion son vértices, es decir, Vi: 0<ikn: veV,y

- existe arista entre todo par de vértices consecutivos en la sucesién, o sea,

Vi. 0<i<n : (v;,vi.1)€E.

Dado un camino {vy,vy, ...,v,} se dice que :

- SU LONGITUD viene dada por el numero de aristas que lo forman y sus extremos
son vpy Vp

- es PROPIO si n>0. Equivale a que, como minimo, hay dos vértices en la secuencia
y, por tanto, su longitud es > 1.

- €S ABIERTO Si Vp#Vp

- €S CERRADO Si Vp=Vp,

- €S SIMPLE Si no se repiten aristas

- €S ELEMENTAL Si no se repiten vértices, excepto quizas los extremos. Todo camino
elemental es simple.

Un CICLO ELEMENTAL es un camino cerrado, propio y elemental, es decir, es una
secuencia de vértices, de longitud mayor que 0, en la que coinciden los extremos y
no se repiten ni aristas ni vértices.
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1. 3. Conectividad

Sea G=<V,E> un grafo NO DIRIGIDO. Se dice que:

- €S CONEXO si existe camino entre todo par de vértices.
- €S uUn BOSQUE si no contiene ciclos

- €S un ARBOL NO DIRIGIDO Si €s un bosque conexo

Un susGcrAFO H=<U,F> del grafo G, es el grafo H tal que UcV y FcE y FcUxU.

Un ARrBoL LIBRE del grafo G es un subgrafo, H=<U,F>, tal que es un arbol no dirigido
y contiene todos los vértices de G, es decir, U=V. Los arboles libres son arboles
(bosque conexo) sin un elemento distinguido o raiz y cualquier vértice del arbol
puede actuar como tal.

Un suBGRAFO INDUCIDO del grafo G es el grafo H=<U,F> tal que UcV y F contiene
todas aquellas aristas de E tal que sus vértices pertenecen a U.

G=<V,E> H=<U,F> subgrafo de G

H=<U,F> subgrafo inducido de G H=<V,F> arbol libre de G

Sea G=<V,E> un grafo NO DIRIGIDO. Una COMPONENTE CONEXA de G es un subgrafo
conexo inducido de G, H=<U,F>, tal que ningun otro subgrafo conexo inducido de G
contiene a H. Dicho de otra forma, una componente conexa es un subgrafo conexo
inducido MAXIMAL (es el mas grande que se puede construir). Un grafo NO CONEXO G
se puede partir de una sola forma en un conjunto de subgrafos conexos y cada uno
de ellos es una COMPONENTE CONEXA de G.
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Sea G=<V,E> un grafo NO DIRIGIDO, se dice que G es BIPARTIDO si todos sus vértices
se pueden dividir en dos conjuntos disjuntos tal que todas las aristas enlazan 2
vértices en que cada uno de ellos pertenece a un conjunto distinto.

Sea G=<V,E> un grafo DIRIGIDO. Se dice que es FUERTEMENTE CONEXO Si existe
camino entre todo par de vértices en ambos sentidos.

Una COMPONENTE FUERTEMENTE CONEXA de G es un subgrafo fuertemente conexo
inducido de G, H=<U,F>, tal que ningun otro subgrafo fuertemente conexo inducido
de G contiene a H. Equivale a que una componente fuertemente conexa es un
subgrafo fuertemente conexo MAXIMAL.

Se dice que G es DEBILMENTE CONEXO si al convertir el grafo dirigido en uno no
dirigido el grafo resultante es CONEXO. G €S UNILATERALMENTE CONEXO Si entre todo
par de vértices uy v, hay un camino que une ucon v o vcon u.

1.4. Algunos grafos particulares

COMPLETO

Un grafo no dirigido G=<V,E> es COMPLETO si existe arista entre todo par de vértices
de V. Sea n=|V|, el numero de aristas de un grafo completo no dirigido es
exactamente |E|=n-(n-1)/2. Si se trata de un grafo dirigido entonces |E|=n-(n-1).

GRAFOS EULERIANOS
Se dice que un grafo no dirigido G=<V,E> es EULERIANO si existe un camino cerrado,
propio, simple (no se repiten aristas) pero no necesariamente elemental que
incluye todas las aristas de G.

Los siguientes lemas permiten determinar si un grafo dado es euleriano:

Lema 1: Un grafo no dirigido y conexo es euleriano si y sélo si el grado de todo
vértice es par.

Lema 2: Un grafo dirigido y fuertemente conexo es euleriano si y sélo si el grado de
todo vértice es cero.

Averiguar si un grafo no dirigido y conexo es euleriano tiene un coste de 6(n), si se
supone conocido el grado de cada vértice; gracias al lema 1 basta con recorrer el
conjunto de vértices y comprobar si el grado de cada uno de ellos es par o0 no lo es.

GRAFOS HAMILTONIANOS
Un grafo no dirigido G=<V,E> es HAMILTONIANO si existe un camino cerrado y
elemental (no se repiten vértices) que contiene todos los vértices de G. Si existe, el
camino se llama circuito hamiltoniano.
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En este caso no existe ninguna propiedad que permita determinar la existencia del
camino por lo que averiguar si existe tiene el mismo coste que calcular
directamente el camino (es un problema NP-C). La forma habitual de resolverlo es
aplicar el esquema de Vuelta Atras que va construyendo todos los caminos posibles
y, para cada uno de ellos, comprueba si cumple la condiciéon de hamiltoniano.
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2. IMPLEMENTACIONES

Las implementaciones tipicas de los grafos son 2: usando matrices de adyacencia y
usando listas de adyacencia (0 una variante con multilistas de adyacencia). A
continuacién daremos un breve repaso al coste de algunas de las operaciones
habituales para cada una de estas implementaciones. Para facilitar la
implementacion vamos a suponer que los vértices se identifican con un nimero
natural entre 1 y n, siendo n el numero de vértices del grafo. De no ser asi habra
que asociar a cada una de las etiquetas de los vértices un numero natural que
funcionara como una clave. Una tabla de hash puede ser util para hacer esa
asociacion.

2.1. Matrices de adyacencia

Sea G=<V,E> y sea n=|V|, decimos que el grafo G esta implementado usando una
matriz de adyacencia cuando la estructura de datos usada es una matriz,
tipicamente de booleanos, M[1..n,1..n] de modo que (Vv,weV: M[v,W]=CIERTO <
(v,w)eE). Cada una de las filas de la matriz describe explicitamente si existe o no
cada una da las n-1 posibles aristas que pueden llegar a incidir en un vértice. Si el
grafo es etiqguetado en vez de una matriz de booleanos usaremos una matriz del
tipo de las etiquetas del grafo.

El espacio ocupado por la matriz es del orden de 6(n2). Un grafo no dirigido sélo
necesita la mitad del espacio, (n?-n)/2, y uno dirigido lo necesita todo excepto la
diagonal, es decir, n2-n.

El coste temporal de las operaciones basicas del grafo varia entre 6(1) y 6(n2). En
un grafo no dirigido los costes seran:

- Crear el grafo (crea) es 6(n2) siempre que el lenguaje de programaciéon necesite
inicializar el espacio reservado para almacenar la matriz. Si no necesita ni inicializar
ni reservar memoria, el coste se puede considerar 6(1).

- Adyacentes a un vértice (ady) y grado de un vértice (grado) son 6(n) porque sélo
necesitan recorrer la fila correspondiente.

- Anadir una arista (ah-a), existe vértice (ex-v), existe arista (ex-a), borrar una
arista (borra-a) y valor de la etiqueta de una arista (valor) son 6(1) porque soélo
necesitan acceder a una posicion de la matriz.

- Borrar o anadir un vértice (borra-v, aii-v) son también 6(n) si lo Unico que hay que
hacer es borrar/inicializar todas las aristas que inciden en el vértice (recorrer la fila y
la columna correspondiente al vértice).
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En un grafo dirigido distinguimos entre los vértices sucesores y los vértices
predecesores de uno dado. Las dos operaciones correspondientes (suc y pred)
tienen coste 6(n) y corresponden a recorrer la fila y la columna del vértice dado,
respectivamente.

Las matrices de adyacencia ofrecen un buen coste espacial y temporal para las
operaciones habituales cuando el grafo es denso.

2.2. Listas y multilistas de adyacencia

En el caso de las listas de adyacencia, la estructura que se emplea para
implementar un grafo G=<V,E> con n =|V|, es un vector L[1..n] tal que L[], con
1<ikn, es una lista formada por los identificadores de los vértices que son
adyacentes al vértice con identificador i. Si el grafo es dirigido, la lista esta formada
por los identificadores de los sucesores del vértice .

O
()
()
N

Un grafo y su implementacion usando listas de adyacencia. Cada arista se ha representado 2 veces,

una en cada sentido.

El espacio ocupado es de orden 6(n+e), con e=|E|.

Examinando el coste temporal de algunas operaciones basicas, vemos que:

- Crear la estructura (crea) es 6(n) si el lenguaje de programacién necesita
reservar € inicializar el espacio ocupado por el vector de n posiciones. Si no es asi,
el coste es 6(1).

- Anadir vértice (ai-v) y existe vértice (ex-v) son 6(1) siempre y cuando no cueste
nada aumentar el tamafo del vector para anadir el nuevo vértice.

- Anadir arista (afi-a), necesita comprobar que la arista que se afade no exista
previamente y luego debe afnadirla si es el caso. Por tanto el coste de anadir arista
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depende del de existe arista (ex-a) que es 6(n) en el caso peor ya que tiene que
recorrer la lista asociada al vértice. Esta lista puede llegar a tener n-1 elementos. Si
procede, insertar una arista en una lista de adyacencia se puede hacer en 6(1).

- Borrar arista (borrar-a) tiene el mismo coste en el caso peor que ai-a.

- Borrar vértice (borrar-v) implica borrar completamente la lista que cuelga del
vértice a borrar y eliminar todas las apariciones de ese vértice en cualquiera de las
otras listas de adyacencia. El coste de la operacion es 6(n+e).

- Para obtener los sucesores (suc) de un vértice en un grafo dirigido o los
adyacentes (ady) en un grafo no dirigido, basta con recorrer la lista asociada a ese
vértice. Coste en el caso peor 06(n). Sin embargo, para obtener los predecesores
(pred) hay que recorrer toda la estructura para ver en qué listas aparece el vértice
del que se estan buscando sus predecesores, por tanto 6(n+e).

Una implementacion de la lista de aristas en un AvL (arbol binario equilibrado)
permite reducir el coste de la operacién ex-a en el caso peor a 6(log n) lo que
afecta al coste de ai-a que pasa a ser 6(log n), borrar-v que pasa a ser 6(n+n-log
n)= 8(nlog n) y pred que también queda 6(n-log n).

La implementacion de un grafo usando multilistas solo tiene sentido para grafos
dirigidos. Su objetivo es mejorar el coste de la operacién pred que pasa a tener

coste 6(n) en lugar del coste 6(n+¢e) que tiene con listas de adyacencia. También se
reduce a 0(n) el coste de borrar-v.

lista predecesores
1 2

. 3 4
oJ | a lista suc. *
— P> o} d

—_

I

A~ W (DN
<«

Grafo dirigido y su implementacion usando multilistas.
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-Nodo b -
. sig.
id.nodo suC 1 Cc
suc. id.
sig. 2
nodo pre‘d PREP e

Estructura general de un nodo de la multilista y contenido del nodo b

Es conveniente usar listas de adyacencia para implementar el grafo cuando es
poco denso y, sobre todo, cuando es necesario recorrerlo completamente.

2.3. El problema de la celebridad

Problema: Dado un grafo dirigido G=<V,E> implementado en matriz de adyacencia,
determinar en tiempo O(n) si existe algun vértice tal que su grado de entrada es n-1
y su grado de salida es cero. Si existe, ese vértice se denomina pozo, sumidero o
celebridad. Como siempre n=|V| .

Se supone que los vértices estan identificados por un natural entre 1y ny que la
matriz es de booleanos con la interpretacién habitual. Esta es la especificacion de
la funcion a disenar.

funcién CELEBRIDAD (M es matriz[l..n,1..n] de bool)
dev (b es bool, v es vértice)

{Pre: CIERTO}

{Post: b = (1=v<n ) A (Vi:(1<i<n) A (i=v):(M[i,v]=CIERTO) A (M[v,i]=FALSO))

A —b = =(Fj:1<j<n (Vi (1<i<n) A(i#)):(M[i,j]=CIERTO) A (M[},i]=FALSO)))}

De la especificacién se deduce que en el caso peor hay que recorrer toda la matriz
para determinar que no existe celebridad. Esta solucion trivial tiene un coste de
0(n2) que es mas cara que lo pedido.

Se puede intentar el siguiente planteamiento recursivo para reducir el coste:

e BASE INDUCCION: Si el grafo tiene dos nodos, ¢cuantas consultas a la matriz hay
que realizar para averiguar si existe celebridad? Es evidente que dos consultas
son suficientes.

e HIPOTESIS INDUCCION: Supongamos que tenemos la solucién para un grafo con n-1
nodos.
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® PASO INDUCTIVO: ¢,cOmo se resuelve para n nodos? Se puede producir una de las
tres situaciones siguientes:

- La celebridad es uno de los n-1 nodos ya explorados. En ese caso, y para
determinar si es definitivamente la celebridad, hay que efectuar dos
consultas para ver qué relacidén existe entre el nodo n y la celebridad del
grafo con n-1 nodos (ha de pasar que no existe arista de la celebridad a n
pero si debe existir arista del nodo n a la celebridad).

- La celebridad es el nodo n. En ese caso hay que efectuar 2-(n-1) consultas
para averiguar si sale arista desde los n-1 nodos del grafo anterior hasta ny
no sale ninguna arista de n hacia ellos. De este modo se averigua si n es la
celebridad

- El grafo no tiene celebridad.

Para n nodos, y en el caso peor, son necesarias 2-(n-1) consultas. Para el paso n-1
serian necesarias 2:(n-2), ..., y asi hasta el paso n=2 en que se necesitarian 2-(2-
1)=2 consultas. Calculando el numero total de consultas se obtiene n-(n-1).
iContinla siendo una solucién de coste cuadratico!

La forma correcta de resolver el problema consiste en aplicar la técnica
denominada busqueda por eliminacion. Esta busqueda aprovecha el hecho de que
en cualquier grafo dirigido habra, como minimo, n-1 vértices no célebres mientras
que celebridad, si hay, s6lo habra una. Son mucho mas abundantes los no célebres
que ‘el’ célebre que, si es que hay, sélo habra uno! Dado un par de nodos
cualesquiera ¢ Cuantas consultas hay que efectuar para averiguar si alguno de ellos
NO es celebridad? Con una sola pregunta ya se puede descartar a uno de los dos
como candidato a celebridad.

Formalizando este razonamiento, sean iy j dos nodos cualesquiera:

- si existe arista del nodo 7/ al nodo j entonces i no es celebridad y se puede
descartar (el grado de salida del vértice celebridad ha de ser cero).

- si NO existe arista del nodo i al nodo j entonces j no es celebridad y se puede
descartar (el grado de entrada del vértice celebridad ha de ser n-1).

Dados los n nodos del grafo, se necesitan n-1 consultas para obtener el nodo
candidato a celebridad. Luego hay que comprobar que efectivamente lo es y, como
ya se ha mencionado anteriormente, son necesarias 2:(n-1) consultas. En total hay
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que efectuar (n-1)+2-(n-1) consultas para resolver el problema, lo que corresponde
a un tiempo O(n) que coincide con lo que pedia el enunciado del problema.

Un algoritmo que implementa esta busqueda es el que viene a continuacion.

funcién CELEBRIDAD (M es matriz[l..n,1..n] de bool) dev (b es bool; v es vértice)
{Pre: CIERTO}

i:=1; j:=2; p:=3;

{iyjsonlos nodos a comparar y p el valor del que se descarte}

b:= FALSO;

mientras (p < n+l) hacer

si (M[i, J]=CIERTO) entonces i:=p /* se descarta i */
sino ji=p /* se descarta j */
fsi
p:= pt+l;
fmientras

{ p=n+2 A ( (i=n+1 => candidato el j) v ( j=n+1 => candidato el i ))}
si (i=n+1) entonces v:=j
sino v:=i
fsi
/* Aqui vendria el bucle para comprobar si el candidato p es o no la celebridad. Necesitara efectuar, como

maximo, 2:(n-1) consultas. Se deja como ejercicio para el lector */

dev (b, v)
{Post:b = (1<v<n ) A (Vi : (1<ign) A (i#v) : (M[i,v]=CIERTO) A (M[v,]=FALSO))
A —b= = (3 :1<jgn : (Vi : (1<i€n) A (i#) : (M[i,J=CIERTO) A (M]j,il=FALSO)))}

ffuncidn
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3. ALGORITMOS SOBRE GRAFOS

Este apartado esta dedicado basicamente a describir tres algoritmos de recorrido
sistematico y completo de un grafo. Los dos primeros son el recorrido en
profundidad y el recorrido en anchura y el tercero corresponde a la ordenacion
topolégica. Otros algoritmos sobre grafos muy conocidos como Prim, Kruskal,
Dijkstra, Floyd se veran en temas posteriores como muestra del esquema
algoritmico al que responden.

Para facilitar la escritura de los algoritmos que se van a presentar, vamos a
considerar que un vértice es una tupla y definiremos en ella todos los campos que
necesitemos en cada uno de los casos. Un campo habitual, y que aparecera en
casi todos los algoritmos, sera visitado que tendra como valores posibles
"no_visto’ Yy 'visto’ Y que nos permitird conocer el estado del vértice durante el
recorrido. Es evidente que a la hora de implementar los algoritmos habra que
vigilar como se hace el paso de parametros para que los costes sean los que aqui
se dan.

3.1. Recorrido en profundidad

El algoritmo de recorrido en profundidad, en inglés depth-first search y que
denotaremos a partir de ahora DFs para abreviar, permite efectuar un recorrido
sistematico del grafo. El resultado del recorrido puede materializarse en una
secuencia que contendra todos los vértices del grafo. Los vértices aparecen en ella
en el orden en que han sido alcanzados (o visitados) por primera vez por el
recorrido. El orden de visita es tal que los vértices se recorren segun el orden
'primero en profundidad’, lo que significa que dado un vértice v que no haya sido
visitado, la primera vez que el DFs lo alcanza, DFs lo visita y, a continuacién, aplica
DFS recursivamente sobre cada uno de los adyacentes/sucesores de v que aun no
hayan sido visitados. Para poner en marcha el recorrido se elige un vértice
cualquiera como punto de partida y el algoritmo acaba cuando todos los vértices
han sido visitados. Se puede establecer un claro paralelismo entre el recorrido en
preorden de un arbol y el brs sobre un grafo.

El orden de recorrido de los vértices del grafo que produce el bFs no es Unico, es
decir, para un mismo grafo se pueden obtener distintas secuencias de vértices de
acuerdo con el orden de visita. Todo depende de en qué vértice comienza el
recorrido y de en qué orden se van tomando los adyacentes de un vértice dado.
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La siguiente figura ilustra algunas de las diferentes secuencias que puede producir
el DFs sobre un grafo no dirigido: El recorrido 1 corresponde al de comenzar por el
vértice 1 y recorrer los adyacentes en el orden que marca su etiqueta. El recorrido 2
comienza por el vértice 5 y los adyacentes también se recorren en el orden que
marca su etiqueta. El recorrido 3 comienza por el vértice 7 y elige como siguiente
vértice a visitar el que tiene la numeracién mas alta.

Recorrido 1:{1,2,83,6,5,4,7
Recorrido 2: {5, 2, 1, 3, 6, 4, 7}
Recorrido 3:{7, 5,6, 3,2, 1,4

» 9y &5 1y

Si el grafo es conexo, un Unico DFs permite visitar todos los vértices y todas las
aristas del grafo.

En el algoritmo de recorrido en profundidad para grafos NO DIRIGIDOS que se
presenta a continuacion a cada vértice se le asocia un valor inicial, ‘no_visto’,
para indicar que el recorrido aun no ha pasado por él. En el momento en que el
recorrido alcanza un vértice con ese valor, lo modifica poniéndolo a ‘visto’.
Significa que se ha llegado a ese vértice por uno, el primero explorado, de los
caminos que lo alcanzan y que se viene de un vértice que también ha sido ya
visitado (excepto para el vértice inicial). Nunca mas se alcanzara ese vértice por el
mismo camino (nunca se volvera a entrar por esa arista), aunque si se podra entrar
por otras aristas distintas pero el vértice ya estard marcado a ‘visto’.

accién REC_PROF (g es grafo)
{Pre: CIERTO}

Para cada veV hacer v.visitado:= ’'no_visto’ fpara

Para cada veV hacer

si v.visitado= 'no_visto’ entonces g:= REC_PROF_1(g,V);
fsi

fpara
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{Post: Todos los vértices de g han sido marcados a visto en el orden que sigue el recorrido en profundidad de g}

facccidn

funcién REC_PROF_1(g es grafo; u es vértice) dev (g es grafo)
{Pre : (ue V) A —\Visto(g,u) A (g=g")}
u.visitado:='visto’;
TRATAR (u) ; /* PREWORK */
Para cada w € ady(g,u) hacer
si w.visitado= ’'no_visto’ entonces g:= REC_PROF_1 (g,w);
fsi
TRATAR (u, w) ; /* POSTWORK */
fpara
{Post : Visto(g,u) A marcados a visto todos los vértices de g accesibles desde u por caminos formados
exclusivamente por vértices que no estaban vistos en g', segun el orden de visita del recorrido en profundidad }
dev g;

ffuncidn

La funcién auxiliar rRec_pror_1 es la que realmente hace el recorrido en
profundidad. En ella aparecen dos operaciones TRATAR (u) Yy TRATAR (u,w) que
pueden corresponder a acciones vacias, como sucede en el caso del DFs general, 0
pueden corresponder a acciones relevantes, como se vera en algun algoritmo
posterior. En general, la accibn denominada prework designa al trabajo previo
sobre el vértice visitado, y la denominada postwork corresponde al trabajo posterior
sobre la ultima arista tratada (o sobre el mismo vértice sobre el que se hace el
prework).

Vamos a analizar el coste de REC_PROF suponiendo que prework y postwork tienen
coste constante. Si el grafo esta implementado sobre una matriz de adyacencia el
coste es 6(n2) ya que todos los vértices (los n) se marcan a ‘visto’ una sola vez
(el bucle exterior de rREC_PROF asi lo garantiza), y cada vez que se marca uno de
ellos se consultan todos sus adyacentes (coste 6(n)) para decidir si hay que lanzar
o no llamada recursiva. Si el grafo esta implementado con listas de adyacencia, lo
Unico que cambia es que la consulta de los adyacentes tiene coste 6(n) pero sélo
en el caso peor y el trabajo que hacen todas las llamadas recursivas corresponde al
recorrido de todas las aristas del grafo (si el grafo es dirigido por cada arista sélo
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se pasa una vez pero si es no dirigido se pasa dos veces, una en cada sentido). En
total el coste es 6(n+e).

Y, por fin, una implementacion de este algoritmo en C++ junto con una serie de
definiciones previas para facilitar la escritura del mismo. El cdédigo completo con
todos los detalles en la pagina web de ADA [autores: J.Petit, S.Roura y A.Atserias]

#include <vector>
#include <list>
#include <stack>

typedef vector< list<int> > graph;
typedef list<int>::iterator arco;

#define forall_adj(uv,L) for (arco uv=(L).begin();uv!=(L).end(); ++uv)
#define forall_ver(u,G) for (int u=0; u<int((G).size());++u)

Version recursiva del DFS. La funcion retorna una lista de los vértices
segun su orden de visita en el recorrido en profundidad

void dfs_recl (graph& G, int u, vector<boolean>& vis, list<int>& L) {
if (not vis[u]) {
vis[u] = true; L.push_back(u);
forall_adj(uv,G[u]) {
dfs_rec1(G,*uv,vis,L);

Y i}

list<int> dfs_rec (graph& G) {
list<int> L;
vector<boolean> vis(G.size(),false);
forall_ver(u,G) {
dfs_rec1(G,u,vis,L);
// se hace siempre la llamada, independientemente de si u ha sido ya
// visitado o no. Por eso dfs_recl lo primero que hace es comprobar que nho

// ha sido visitado antes de marcarlo a visto.

¥

return L;

by

Los apartados siguientes se dedican a presentar algunas de las multiples
aplicaciones del DFs: determinar si un grafo es conexo, numerar los vértices segun
el orden del recorrido, determinar la existencia de ciclos, etc. La mayoria de ellas se
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implementan a base de modificar, levemente, el algoritmo de recorrido en
profundidad, lo que da una idea de su potencia.

3.1.1. Conectividad

Se trata de determinar si un grafo no dirigido es conexo o no lo es. Podemos usar la
propiedad de que si un grafo es conexo es porque existe camino entre todo par de
vértices o, lo que es lo mismo, a partir de cualquier vértice es posible alcanzar a
todos los demas. Se necesita un algoritmo que recorra todo el grafo y que permita
averiguar qué vértices son alcanzables a partir de uno dado. El brs es el adecuado.
El bucle de la funcién externa, que aqui denominaremos COMPO_CONEXAS, examina
todos los vértices y si alguno no ha sido visitado comienza un recorrido en
profundidad a partir de él. Las llamadas desde coMpPO_CONEXAS a CONEX_1 indican
el comienzo de la visita de una nueva componente conexa y se puede asegurar que
cuando se regresa de la llamada recursiva no hay mas vértices que formen parte de
esa misma componente conexa. En la implementacion del algoritmo se ha utilizado
un natural, nc, que se asocia a cada vértice y que indica a qué numero de
componente conexa pertenece.

funcién COMPO_CONEXAS (g es grafo) dev (g es grafo; nc es nat)
{Pre: g es un grafo no dirigido }

Para cada veV hacer v.visitado:= ‘no_visto’; v.ncc:= 0 fpara

Para cada veV hacer
si v.visitado= ’"no_visto’ entonces
nc:= nc+l;

g:= CONEX_ 1 (g, v, nc);

fpara
{Post: el grafo ha sido modificado segln figura en la Post de CONEX_1 A nc contiene el nimero de
componentes conexas que tiene el grafo g}

dev (g,nc);

ffuncidn

funcién CONEX_1 (g es grafo; u es vértice; num_compo es nat) dev (g es grafo)
{Pre: (ue V) A —Visto(g,u) A (g=g') A (hum_compo = n° de componente conexa que se esta recorriendo) }
u.visitado:= ‘visto’; u.ncc:= num_compo;

/* Este es el PREWORK, anotar el nimero de componente conexa a la que pertenece el vértice.*/

Maria Teresa Abad 17
Departament Llenguatges i Sistemes Informatics



Analisi i Disseny d’Algorismes — ADA Grafos
FIB — UPC, curs 2007/2008

Para cada w € ady(g,u) hacer
si w.visitado= ’'no_visto’ entonces g:= CONEX_ 1 (g,w,num_compo);
fsi

fpara

{Post: Visto(g,u) A marcados a visto todos los vértices de g accesibles desde u por caminos formados
exclusivamente por vértices que no estaban vistos en g', segun el orden de visita del recorrido en profundidad.
Ademas a todos los vértices visitados se les ha anadido una informacion que indica a qué n® de componente
conexa pertenecen}

dev g;

ffuncidn

El coste de este algoritmo es idéntico al de REC_PROF.

3.1.2. Numerar vértices

Aprovechando el recorrido en profundidad se puede asociar a cada vértice un valor
natural que indicara el orden en que han sido visitados (han pasado a ‘visto’). A
esta asociacion se la conoce como la numeracion en el orden del recorrido.
También se puede asociar a cada vértice un natural, no en el momento en que
pasa a ‘visto’, Sino en el momento en que durante el recorrido un vértice se da
cuenta de que todos sus adyacentes ya han sido visitados (justo antes de regresar
de la llamada recursiva que lo ha visitado). A esta otra numeracion se la conoce
como la del orden inverso del recorrido.

En el algoritmo que se presenta a continuaciéon hay dos valores, de tipo natural, que
se almacenan en cada vértice: num-dfs, que contiene la numeracién en el orden
del recorrido, y num-invdfs que contiene la numeracién en orden inverso. Con una
pequena modificacion se puede conseguir que el algoritmo funcione para grafos
dirigidos.

funcién NUMERAR_VERTICES (g es grafo) dev (g es grafo)
{Pre : g es un grafo no dirigido}
Para cada veV hacer
v.visitado:= ‘no_visto’; v.num-dfs:= 0; v.num-invdfs:= 0;
fpara

ndfs:= 0; ninv:= 0 ;
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Para cada veV hacer
si v.visitado= 'no_visto’ entonces
<g, ndfs, ninv>:= NV_1(g, v, ndfs, ninv);
fsi
fpara
{Post : los vértices del grafo han sido marcados segun se indica en la Post de NV_1}
dev g;

ffuncidn

funcién NV_1(g es grafo; u es vértice; nd, ni es nat)
dev (g es grafo; nd, ni es nat)
{Pre: (ue V) A —Visto(g,u) A (g=g') A (nd es el numero asociado al ultimo vértice que ha pasado a 'visto' en el
recorrido) A (ni es el nimero asociado al Ultimo vértice que en el recorrido se ha dado cuenta de que tenia
todos sus adyacentes visitados) }
u.visitado:= 'visto'; nd:= nd+l;
u.num-dfs:= nd; /* PREWORK sobre el vértice */

Para cada w € ady(g,u) hacer

si w.visitado:= ’"no_visto’ entonces
<g, nd, ni> := NV_1(g, w, nd, ni);
fsi
fpara
ni:= ni+1;
u.num-invdfs:= ni; /* POSTWORK sobre el vértice */

{Post: visto(g,u) A marcados a visto todos los vértices de g accesibles desde u por caminos formados
exclusivamente por vértices que no estaban vistos en g', segun el orden de visita del recorrido en profundidad A
u.num-invdfs es la numeracion en orden inverso del vértice u que es el Ultimo que ha conseguido tener todos
sus adyacentes a 'visto' A nd es la numeracion en el orden de recorrido del Gltimo vértice de g que ha pasado a
visto}

dev (g, nd, ni);

ffuncidn

La siguiente figura muestra un grafo dirigido que ha sido recorrido en profundidad y
numerado en el orden del recorrido (valor que aparece a la izquierda, en negro) y
en el orden inverso (valor que aparece a la derecha, en rojo). Se ha comenzado el
recorrido DFS por el vértice con identificador A y el siguiente se ha elegido segun el
orden alfabético.

Maria Teresa Abad 19
Departament Llenguatges i Sistemes Informatics



Analisi i Disseny d’Algorismes — ADA Grafos
FIB — UPC, curs 2007/2008

7 6 4 2 3 1

3.1.3. Arbol asociado al recorrido en profundidad

Al mismo tiempo que se efectua el recorrido en profundidad de un grafo se puede
obtener lo que se denomina el arbol asociado al recorrido en profundidad. En
realidad no siempre se obtiene un arbol sino que depende del grafo de partida. Asi,
un grafo no dirigido y conexo produce un arbol, un grafo no dirigido y no conexo
produce un bosque, un grafo dirigido y fuertemente conexo produce un arbol, y un
grafo dirigido y no fuertemente conexo produce un bosque (que puede tener un
unico arbol). El arbol se caracteriza por contener todos los vértices del grafo de
partida junto con todas aquellas aristas que durante el recorrido del grafo cumplen
la condicién de que uno de sus extremos es un vértice marcado a 'visto' y el otro
extremo es un vértice marcado a 'no_visto'.

funcién ARBOL_DFS (g es grafo) dev (B es bosque)
{Pre: g es un grafo no dirigido}
Para cada veV hacer v.visitado:= 'no_visto' fpara
B := bosque_vacio;
Para cada veV hacer
si v.visitado= 'no_visto' entonces
T:= arbol_vacio;
<g, T>:= TDFS_1l(g, v, T);

B:= afiadir_arbol (B, T);

fpara
{Post : los vértices del grafo han sido visitados segun el orden de recorrido en profundidad A B es el bosque de
arboles DFS que ha producido este recorrido}

dev B;

ffuncidén
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funcién TDFS_1(g es grafo; u es vértice; T es arbol) dev (g es grafo; T es arbol)
{Pre : (ueV) A —Visto(g,u) A (g=g') A (T es el arbol asociado al recorrido en profundidad de g hasta este
momento y contiene todos los vértices marcados a ‘visto’) A (T=T’) }
u.visitado:= ‘visto’;
T:= afladir_vértice (T, u); /* PREWORK */
para cada w € ady(g,u) hacer
si w.visitado= 'no_visto' entonces
<g, T>:= TDFS_1l(g, w, T);
T:= afadir_arista (T, u, w);
fsi;
/* el POSTWORK afnade a T aristas que cumplen la condicién de que uno de los extremos ya estd marcado a
'visto' y el otro no (eso sucedia antes de la llamada recursiva) */
fpara
{Post: Visto(g,u) A marcados a visto todos los vértices de g accesibles desde u por caminos formados
exclusivamente por vértices que no estaban vistos en g', segun el orden de visita del recorrido en profundidad
A T=T'U{aristas visitadas después de hacer el recorrido en profundidad a partir del vértice u} }
dev (g, T);

ffuncidn

Conviene caracterizar formalmente el arbol asociado al Drs, lo denotaremos por
Tprs, Y para ello resultaran utiles las siguientes definiciones y lema.

Definicion: Un vértice v es un antecesor del vértice w en un arbol T con raiz r, si v
esta en el Unico caminode ra wen T.

Definicion: Si v es un antecesor de w, entonces w es un descendiente de v.

Lema: Sea G=<V,E> un grafo conexo no dirigido, sea Tprs=<V,F> el arbol asociado
al recorrido en profundidad de G. Entonces toda arista e, ec E, o bien aparece en el
Tprs, €s decir, ee F, o bien no aparece en el Tprs y conecta dos vértices de G uno
de los cuales es antecesor del otro en Tpfs.

Una vez fijado un Tpgs, el lema permite clasificar las aristas de G en dos grupos:
- GRUPO 1: las aristas de G que aparecen en el Tpgs que son las tree edges o

aristas del arbol. Estas aristas conectan padres con hijos en el arbol.
- GRUPO 2: las aristas de G que no aparecen en el Tprs y que son las back

edges o aristas de retroceso o0 de antecesores. Estas aristas conectan
descendientes con antecesores en el arbol.
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En la siguiente figura se muestra un grafo no dirigido y el Tprs que se ha obtenido
iniciando el recorrido de G en el vértice 1 y decidiendo el siguiente en orden

numeérico. Las aristas marcadas en negrita corresponden a las que forman parte del
Tprs, tree edges, mientras que las restantes son las back edges, es decir, aristas

de G que no aparecen en el arbol y que conectan descendientes con antecesores.

Grafo de entrada y arbol asociado al DFS (aristas tree en negrita y aristas back en linea discontinua)

En un grafo piriGIDO, G=<V,E>, sus aristas se pueden clasificar en cuatro tipos en
funcion del Tpes que produce el recorrido en profundidad. Asi se tienen:
- tree edges y back edges con la misma definicidn que se ha dado para los
grafos no dirigidos.
- forward edges, o aristas descendientes, que conectan antecesores con
descendientes en el arbol.
- cross edges, o aristas cruzadas, que conectan vértices no relacionados en el
Tprs. Estas aristas siempre van de derecha a izquierda en el arbol (o de

izquierda a derecha, todo depende de cémo se dibuje).

La numeracion en el orden del recorrido en profundidad de los vértices del grafo
permite determinar el tipo de las aristas del grafo o las relaciones en el Tpgg entre

los vértices de una arista. El siguiente lema es una muestra de ello.
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Lema: Sea G=<V,E> un grafo dirigido y sea Tprs=<V,F> el arbol asociado al
recorrido en profundidad de G. Si (v,W)eE y v.num-dfs < w.num-dfs entonces w
es un descendiente de ven el arbol Tprs.

Grafo dirigido y arbol asociado al recorrido en profundidad (en negrita aristas tree, en rojo aristas

back, en verde aristas forward y en linea discontinua aristas cross)

En la figura anterior se muestra un grafo dirigido y el arbol asociado al recorrido en
profundidad que se ha iniciado en el vértice 1 y en el que se ha aplicado orden
numeérico para elegir el siguiente vértice. Las aristas en negrita son las tree edges,
es decir, las que forman el Tpgs. En esta figura se puede comprobar la satisfaccion
del lema. Por ejemplo, 1.num_dfs=1y 8.num_dfs=5y en el grafo tenemos la arista
(1,8) por lo que debe de pasar que 8 sea un descendiente de 1 en el arbol, lo que
podemos comprobar que sucede. Por el contrario, y pese a existir la arista (5,2) en
el grafo, como 5.num_dfs NO €s menor que 2.num_dfs entonces 5 no es
descendiente de 2 en el Tpfs.

Observando unicamente el arbol asociado al recorrido en profundidad se pueden

determinar algunas de las caracteristicas del grafo de partida. Por ejemplo, dado el
siguiente arbol producido por el bFs sobre un grafo G:
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se puede deducir que el grafo G no es conexo ni dirigido y que el vértice 5 no es
adyacente ni al vértice 3 ni al 4 y que los vértices 3 y 4 no son adyacentes entre si,
etc.

3.1.4. Test de ciclicidad

Una de las utilidades del arbol asociado al recorrido en profundidad es que permite
averiguar si el grafo, dirigido o no, contiene ciclos. El siguiente lema, para grafos
dirigidos, asi lo indica:

Lema: Sea G=<V,E> un grafo dirigido y Tpgs el arbol del recorrido en profundidad

de G. G contiene un ciclo dirigido si y sélo si G contiene una arista de retroceso.
Prueba: Sea C un ciclo en G y sea v el vértice de C con la numeracion mas baja en el
orden del recorrido, es decir, v.num-dfs es menor que el num-dfs de cualquier otro
vértice que forma parte de C. Sea (w,v) una de las aristas de C. ;qué clase de arista es
ésta? Forzosamente w.num-dfs sera mayor que v.num-dfs y esto hace que se descarte
que la arista sea una tree edge o una forward edge. Podria tratarse solamente de una back
edge o de una cross edge. Si fuera una arista cruzada significaria que v y w tienen un
antecesor comdn u, con u.num-dfs menor que v.num-dfs, que es la Unica forma de
conexién entre ellos, ademas de a través de la arista (w,v). El grafico siguiente ilustra esta
situacion.

Sin embargo, esto no es posible ya que vy w

Antecesor comun

comparten un ciclo y, por tanto, existe camino
entre vy w pero jsélo atravesando vértices con
una numeracion mayor que la de v! La unica
posibilidad que nos queda es que (w,Vv) sea un
back edge, que implica que si hay arista de
retroceso es que hay ciclo.

El algoriimo que se presenta a
continuaciéon detecta la presencia de una
arista de retroceso. El método que sigue es
mantener, para el camino que va desde la raiz al vértice actual, qué vértices lo
componen. Si un vértice aparece mas de una vez en ese camino es que hay ciclo.
Esta versidn tiene el mismo coste que el algoritmo REC_PROF .

funcidén CICLOS (g es grafo) dev (b es bool)

{Pre : g es un grafo dirigido }
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Para cada veV hacer
v.visitado:= 'no_visto';
v.en-camino:= FALSO;
/* no hay ningln vértice en el camino de la raiz al vértice actual */
fpara
b:= FALSO; /* inicialmente no hay ciclos */
Para cada veV hacer
si v.visitado= 'no_visto entonces

<g, bl> := CICLOS_1(g, v);

b:= bl v b;

fpara
{Post : los vértices del grafo han sido recorridos segun el orden de recorrido en profundidad A b = Ciclico ( g )}
dev Db;

ffuncidn

funcién CICLOS_1(g es grafo; u es vértice) dev (g es grafo; b se bool)
{Pre : (ue V) A —\Visto(g,u) A (g=g")}
u.visitado:= 'visto'; u.en-camino:= CIERTO;
/* PREWORK :Se anota que se ha visitado u y que éste se encuentra en el camino de la raiz a él mismo*/
b:= FALSO;
Para cada w € suc(g,u) hacer
si w.visitado= 'no_visto’ entonces
si w.en-camino entonces bl:= CIERTO;
/* Ciclo!l, se recorre la arista (u,w) pero ya existia camino de w a u */
fsi
EEEQ <g, bl>:= CICLOS_1l(g, w);
fsi
b:= bl v b
fpara
/* ya se han recorrido todos los sucesores de u y se abandona el camino actual desde la raiz (se va

'‘desmontando’ el camino y u ya no forma parte de él). La siguiente asignacién corresponde al POSTWORK */

u.en-camino := FALSO

{Post: Visto(g,u) A marcados a visto todos los vértices de g accesibles desde u por caminos formados

exclusivamente por vértices que no estaban vistos en g', segun el orden de visita del recorrido en profundidad
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A b dice si en el conjunto de caminos que tienen en comin desde la raiz hasta u y luego se completan con la
descendencia de u, hay ciclos.}
dev (g, b);

ffuncidn

Los grafos dirigidos y aciclicos, directed acyclic graphs, bAG, se utilizan en muchos
ambitos. Por ejemplo, el plan de estudios de la facultad es un DAG y las expresiones
aritméticas con subexpresiones comunes que se pueden escribir en cualquier
lenguaje de programacién también deben ser un DAG.

Si en lugar de trabajar con un grafo dirigido se trabajara con uno no dirigido, el
algoritmo anterior seria mas simple. La existencia de un ciclo se detectaria cuando
desde un vértice 'visto' se alcanza otro que también lo estd, excepto si se trata
del padre en el recorrido. Para detectar la excepcidén seria necesario que cada
llamada recibiera, ademas, el vértice que la ha provocado (el padre de la llamada).

Un problema interesante, y que se deja como ejercicio para el lector, es el
siguiente: Dado un grafo no dirigido, G=<V,E>, proponer un algoritmo que en
tiempo O(n), n=|V|, determine si existen ciclos o no. Notar que el coste ha de ser
independiente de |E|.

3.1.5. Puntos de articulacion

Sea G=<V,E> un grafo conexo, se dice que el vértice v, veV, es un punto de
articulacion si el subgrafo G'=<V—{v}, E-{todas las aristas de E de la forma (v,w)}>
deja de ser conexo. La deteccion de puntos de articulacion en una red de
comunicaciones permite identificar sus puntos débiles. Las dos definiciones que
vienen a continuacién identifican las caracteristicas que ha de tener una red para
soportar fallos en la conectividad (cae un nodo de la red o falla una conexién).

Definicion: Un grafo es biconexo si es conexo y no tiene puntos de articulacion.

En una red que resulte ser un grafo biconexo aunque falle un nodo, el resto de la
red sigue manteniendo la conectividad.

Definicion: Un grafo bicoherente es un grafo en el que todo punto de articulacién
esta unido mediante al menos dos aristas con cada una de las componentes del
grafo que quedarian al eliminar el vértice punto de articulacion.

Una red con estas caracteristicas sigue funcionando aunque falle una linea de la
red (una arista).
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Punto de articulacion

\

Grafo bicoherente
Vamos con las ideas para plantear el algoritmo que calcula los puntos de
articulacion. Supongamos que tenemos calculado el Tpgg del grafo G=<V,E> y que
sabemos qué aristas de G son back. Sea r= raiz(Tprs):

1. res un punto de articulacién si tiene mas de un hijo en el arbol.

2. YueV, uzr, ues punto de articulacién si al eliminarlo del arbol desde ninguno
de sus descendientes se puede ‘ascender’ hasta alguno de los antecesores
de u en el arbol. Graficamente

Para cada vértice u hemos de averiguar hasta dénde puede subir (ascender)
en el arbol sabiendo que para remontar hay que utilizar aristas back.

Refinando la idea y suponiendo que cada vértice ‘sabe’ hasta donde puede subir
(para ello usaremos un vector indexado por numero de vértice, masalto, que
contiene la numeracién en el orden del recorrido del vértice mas alto al que puede
ascender), podemos hacer el siguiente analisis:

Sea u un vértice cualquiera de V:
— Si u no tiene hijos en el Tprs, entonces u NO es punto de articulacién.

— Si u tiene hijos en el Tprs, sea x un hijo de u tal que:
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e masalto[x] < u.num-dfs, Si eliminamos el vértice u entonces los
vértices del subarbol cuya raiz es x NO quedan desconectados del resto
del arbol porque partiendo de x existe una cadena de aristas de G, que
no incluye la arista (u,x), y que nos lleva por encima de u.

e masalto[x] 2 u.num-dfs, Si eliminamos u los vértices del subarbol
cuya raiz es x quedan desconectados del resto del arbol porque
partiendo de x no existe una cadena de aristas en G que nos lleve por
encima de u.

Entonces, u es punto de articulacion si y sélo si tiene un hijo x tal que cumple
la condicion queé masalto[x] 2 u.num-dfs.

El vértice mas alto al que se puede ascender a partir de un vértice y fijado un Tpgs
se calcula de la siguiente forma:
VYueV:masalto[ul=MIN( u.numdfs,
w.numdfs, VweV con (u,w)e Ey (u,w)e Tprs,
masalto[x], Vxe hijos(Tprs,u) )

A la izquierda de cada nodo aparece la numeracion en el orden del recorrido, num-
dfs, y a la derecha en rojo el numero del vértice mas alto al que se puede
remontar, masalto. Las aristas continuas son aristas del Tprg y las discontinuas
son las aristas back del grafo. Los vértices con numeracion en el orden de recorrido
1y 6 son puntos de articulacion.

3.1.6. Componentes fuertemente conexas
Un grafo dirigido es fuertemente conexo si para todo par de vértices distintos, uy v,
existe camino de ua v (u~>v) y existe camino de va u (v ~> u).
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Sea G=<V,E> un grafo dirigido, el siguiente algoritmo calcula las componentes
fuertemente conexas de G, CFC(G):

1.

Recorrido en profundidad de G etiquetando los vértices con la numeracion
en el orden inverso del recorrido (etiquetas num-invdfs).

Calcular G’, siendo G’ el grafo traspuesto de G (el que se obtiene invirtiendo
el sentido de todas las aristas de G). Las componentes fuertemente conexas
de ambos grafos, Gy G’, son las mismas.

Recorrido en profundidad de G’ pero en orden decreciente de las etiquetas
num-invdfs. Anotar cada uno de los arboles encontrados. Cada uno de
ellos es una componente fuertemente conexa de G.

El coste de este algoritmo es 6(n+e).

Para argumentar la correccién del algoritmo hay que destacar 2 hechos basicos:

1.

Si dos vértices pertenecen a la misma componente fuertemente conexa,
CFC para abreviar, el camino que los une nunca sale de la CFC.

Prueba: Por definicion, si a,b €V y ambos estan en la misma CFC entonces a~>by
b ~> a. Sea w un vértice en el camino de aa b (a ~> w ~> b). Sabemos que existe
camino w ~> b ~> a vy, por tanto, a, b y w pertenecen a la misma CFC.
Generalizando este razonamiento para todos los vértices en el camino de a a b,
concluimos que todos ellos pertenecen a la misma CFC.

Sea cual sea el recorrido en profundidad realizado, todos los vértices que
estan en la misma CFC aparecen en el mismo arbol asociado al recorrido en
profundidad, Tpfs.

Prueba: Sea r el primer vértice que pasa a ‘visto’ de una CFC. Sabemos que

existe camino desde r al resto de vértices de la misma CFC. Todos ellos seran
descendientes de ry por tanto apareceran en el mismo Tpfs.

Definicion: El progenitor de u, ¢(u), es aquel vértice w tal que se puede alcanzar
desde u y que tiene el num-invdfs mas grande de entre todos los alcanzables a
partir de u:

O(u)=w, tal que U ~> wy w.num-invdfs €S maximo
= u.num-invdfs < (l)(u).num—invdfs.

Teorema: En un grafo dirigido G=<V,E>, el 0(u) de cualquier vértice ueV es un
antecesor de uen el Tprs.

Prueba:  Si u=0(U) es trivialmente cierto (un vértice es antecesor de él mismo).

Si ux0(u),
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e ¢O(u) no puede ser descendiente de u porque entonces u.num-invdfs >
0(u).num-invdfs, lo que es imposible por definicion.

¢ No puede ser que no exista relaciéon entre uy ¢(u) porque entonces ambos
tendrian un antecesor comun, por ejemplo x, con un x.num-invdfs mayor
que el de ellos y se contradiria la eleccion de o(u).

e Si ha de existir relacidon entre ellos, y no es que ¢(u) sea descendiente de u,
entonces es que o(u) es antecesor de uen el Tprs,

Corolario: Para cualquier recorrido en profundidad de un grafo dirigido G=<V,E> y
para todo vértice ueV, los vértices u 'y Q(u), su progenitor, pertenecen a la misma
CFC.
Prueba: Por definicion de progenitor u ~> ¢(u) y por el teorema anterior sabemos que ¢(u)
~> U ya que ¢(u) es un antecesor de u en el Tprs. Luego ambos pertenecen a la misma
CFC.

Y ya el ultimo teorema:

Teorema: Sea G=<V,E> un grafo dirigido, dos vértices uy v pertenecen a la misma
CFC si y solo si tienen el mismo progenitor en el recorrido en profundidad de G.
Prueba:

= Supongamos que u y v pertenecen a la misma CFC. Todos los vértices alcanzables
desde u también son alcanzables desde vy viceversa ya que hay caminos entre ambos en
los dos sentidos. Por definicion de progenitor se puede concluir que ¢(u) = ¢(v).

€ Supongamos que ¢(u) = d(v) y por el corolario anterior uy o(u) estan en la misma CFC y
lo mismo les pasa a vy ¢(v). Por tanto, uy v estan en la misma CFC.

Resumiendo, el progenitor es el vértice de la CFC que primero pasa a ‘visto’ y el
ultimo al que se le asocia la numeracién en el orden inverso del recorrido.

Este vértice es el progenitor
/ 7 .
/ de todos los vértices sombreados
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Por eso, una vez calculada la numeracién en el orden inverso, invertimos las aristas
del grafo y lanzamos el recorrido en profundidad pero comenzando por el vértice
con la mayor numeracion en el orden inverso del recorrido sin que sea necesario
identificar el progenitor de cada vértice. Después de ese primer recorrido estaran en
el mismo arbol todos los vértices de la misma CFC. Repetimos el proceso lanzando
un nuevo recorrido en profundidad desde el vértice con la mayor numeracién en el
orden inverso del recorrido que todavia no hayamos visitado y asi sucesivamente.
Resolveremos el problema y obtendremos tantos arboles como CFC tenga el grafo.

Un ejemplo para acabar. Sea G=<V,E> el grafo de la figura,
1. Lanzamos un recorrido en profundidad (o los que hagan falta) y asociamos a
cada vértice la numeracion en el orden inverso que le corresponde en ese
recorrido (valor en rojo fuera del nodo):

2. Invertimos las aristas de G y obtenemos G’:
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3. Recorrido en profundidad comenzando por el vértice con la mayor
numeraciéon en el orden inverso (vértice con etiqueta 5 y numeracién 8) que

genera el arbol:

4. Recorrido en profundidad comenzando por el vértice con la mayor
numeraciéon en el orden inverso (vértice con etiqueta 6 y numeracién 6) que
genera el arbol:

5. ldem comenzando por el vértice con etiqueta 4 y numeracién 5 que genera el

arbol:

Y ya tenemos las 3 CFC calculadas.

3.2. Recorrido en anchura

El algoritmo de recorrido en anchura, en inglés breadth-first search y que a partir
de ahora escribiremos BFs para abreviar, permite también recorrer completamente
el grafo y de forma sistematica. El BFs visita los vértices y las aristas las mismas
veces que lo hace el DFs pero en un orden distinto. En el BFs el orden de recorrido
es tal que los vértices se visitan segun el orden primero en anchura o por niveles.
Este orden implica que, fijado un vértice, primero se visitan los vértices que se
encuentran a distancia minima 1 de él, luego los que se encuentran a distancia
minima 2, etc.

Para poner en marcha el recorrido se elige un vértice cualquiera como punto de
partida. No importa si el grafo es dirigido o no, en cualquier caso el algoritmo acaba
cuando todos los vértices han sido visitados.
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Una vez visto el recorrido en profundidad es sencillo obtener el algoritmo que
efectla el recorrido en anchura de un grafo. Basta con obtener una version iterativa
del DFs y sustituir la pila por una cola.

accién REC_PROF_ITERATIVO (g es grafo; u es vértice)
{Pre: g es un grafo no dirigido y no_visto(g,u)}
p:= pila_vacia; p:= apilar (p,u);

mientras no_vacia(p) hacer

u:= cima(p); p:=desapilar (p);
si u.visitado= 'no_visto entonces
u.visitado:= ‘visto’;

para cada w € ady(g,u) hacer
si w.visitado= 'no_visto entonces
p:= apilar(p, w);
fsi
fpara
fsi
fmientras
{Post: Todos los vértices de la misma componente conexa a la que pertenece u han sido marcados a 'visto' en
el orden que sigue el recorrido en profundidad de g}
faccidn

Version iterativa del DFS

Una primera version del Brs, traduccion directa del Drs iterativo, se presenta a
continuacién.

accién REC_ANCHO (g es grafo)

{Pre: g es un grafo no dirigido}
Para cada veV hacer v.visitado:="no_visto’ fpara
Para cada veV hacer

si v.visitado= 'no_visto entonces g:= REC_ANCHO_1 (g, V)

fpara
{Post: Todos los vértices de g han sido marcados a 'visto' en el orden que sigue el recorrido en anchura de g}

facccidn
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funcién REC_ANCHO_1 (g es grafo; u es vértice) dev (g es grafo)
{Pre: (ue V) A —Visto(g,u) A (9=g")}

c := cola_vacia;

c := pedir_turno(c,u);

mientras no_vacia(c) hacer

u := primero(c);

c := avanzar(c);

si u.visitado= 'no_visto entonces
u.visitado:= ‘visto’;

para cada w € ady(g,u) hacer
si w.visitado= 'no_visto entonces
c:= pedir_turno(c, w);
fsi
fpara
fsi
fmientras
{Post: Visto(g,u) A marcados a 'visto' todos los vértices de g accesibles desde u que no estaban vistos en g
segun el orden de visita del recorrido en anchura }
dev ( g )

ffuncidn

Notar que en la cola del BFs se guardan los vértices adyacentes ‘no_vistos’ del
ultimo vértice que ha pasado a ‘visto’ y que es posible que existan vértices
repetidos en la cola. También puede pasar que al extraer un vértice de la cola éste
ya esté marcado a ‘visto’ Yy que no haga falta tratarlo (ni a sus adyacentes
tampoco). El coste del algoritmo para un grafo implementado con listas de
adyacencia es 0(n+e), el mismo que el DFs, aunque requiere mas espacio debido a
la cola de vértices que utiliza, que en el caso peor puede ocupar 6(e).

La siguiente versién del BrFs garantiza que no hay vértices repetidos en la cola
porgue se marcan a ‘visto’ antes de entrar en ella. En realidad la marca de
‘visto’ se sustituye porla de ‘en_cola’ para poder preguntar si estd en la colay
que no se produzcan repeticiones. Ademas, cuando un vértice sale de la cola es
porque todos sus hijos sin visitar ya han entrado. Aprovechamos el recorrido para
calcular a qué distancia (distancia minima) se encuentra cualquier vértice del grafo
del vértice por el que se ha comenzado el recorrido (u.distancia).
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funcién REC_ANCHO_1 OTRO (g es grafo; u es vértice) dev (g es grafo)
{Pre: (ue V) A —\Visto(g,u) A (g=g')}
c := cola_vacia; wu.distancia:= 0;
c := pedir_turno(c,u); u.en_cola:= CIERTO;
mientras no_vacia(c) hacer
u := primero(c); c :=avanzar(c); u.visitado:= ‘visto’;
/* en este punto le podriamos asociar al vértice u la numeracion en el orden del recorrido en
anchura que es cuando sale de la cola */
para cada w € ady(g,u) hacer
Ei no(w.en_cola) entonces
w.en_cola:= CIERTO;
w.distancia:= u.distancia + 1;
/* la distancia del hijo a la raiz del recorrido, vértice u, es la de su padre +1 */
c:= pedir_turno(c, w);
fsi
fpara
fmientras
{Post: Visto(g,u) A marcados a 'visto' todos los vértices de g accesibles desde u que no estaban vistos en g
segun el orden de visita del recorrido en anchura }
dev (g )

ffuncidn

El orden en que se visitan los vértices en esta version viene dado por el instante en
que salen de la cola. Evitando repeticiones en la cola, el espacio necesario se
reduce en el caso peor a 6(n). En la cola a lo sumo habra vértices pertenecientes a
dos niveles consecutivos del grafo, los que se encuentran a distancia minima ky a
distancia minima k+1 del vértice a partir del cual se ha iniciado el recorrido.

La implementacion de esta version en C++ sin calcular las distancias viene a
continuacién. Es necesario utilizar las definiciones hechas en el apartado 3.1.

Recorrido en anchura. La funcién retorna una lista de los vértices segun
el orden de visita del recorrido en anchura.

#include <queue>

list<int> bfs (graph& G) {
list<int> L;
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queue<int> Q;
vector<bool> enc(G.size(),false);

forall_ver(u,G) if (not enc[u]) {
Q.push(u); enc[u] = true;
while (not Q.empty()) {
int v = Q.front(); Q.pop();
L.push_back(v);
forall_adj(vw,G[Vv]) {
int w = *vw;
if (not enc[w]) {
Q.push(w); enc[w] = true;

Frid

return L;

Como en el DFs, en el BFs la secuencia de vértices producida por el recorrido en
anchura no es Unica sino que depende de cual es el vértice elegido para comenzar
el recorrido y de cémo se van eligiendo los adyacentes.

La siguiente figura muestra algunas de las secuencias que puede producir el BFs
sobre un grafo no dirigido. Para obtener la primera secuencia se ha comenzado por
el vértice 1, para la segunda por el 5 y para la tercera por el 7. Siempre se han
generado los adyacentes en el orden que marca su etiqueta.

Recorrido 1: {1, 2, 3,5, 6, 4, 7}
Recorrido 2: {5, 1,2, 4,6, 7, 3}
Recorrido 3: {7, 5, 1, 2, 4, 6, 3}

11111

También podemos numerar los vértices en el orden del recorrido en anchura y
podemos construir el arbol asociado al recorrido en anchura, Tgrs, que se

construye igual que el Tprs.

Algunas caracteristicas destacables del Tgrg se citan a continuacion. Sea G=<V,E>
un grafo y sea Tgrs=<V,F> el arbol asociado al recorrido en anchura de G.
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Definicion: se define la distancia minima entre los vértices sy v, d(s,v), como el
minimo namero de aristas en cualquier camino entre sy ven G.

Teorema: Para todo vértice we V, la longitud del camino desde la raiz hasta w en el
Tges coincide con la longitud del camino mas corto desde la raiz hasta wen G =

w.distancia = O(S,w) siendo s la raiz del Tgfs.

Un par de lemas necesarios para la demostracion del teorema (que no haremos).
Lema 1: Sea seV un vértice arbitrario de G, entonces para cualquier arista (u,v)e E
sucede que J(s,v) < (s,u) + 1.

Prueba:

— Si no existe camino desde s hasta v, tampoco existe camino desde s hasta u
porque, en caso contrario, desde s se llegaria a u y desde u a v. Entonces el
lema es trivialmente cierto.

— Si existe camino desde s hasta v, no puede ser que J(s,v) > J(s,u) porque existe
un camino mas corto que llega a v pasando por u y que mide exactamente
a(s,u)+1.

— Si d(s,v) < d(s,u) entonces ya se satisface directamente el lema.

Lema 2: Si durante la ejecucion del Brs la cola Q contiene los vértices <vy, v, ...,
vi>, donde vy es el primero de Q y v es el ultimo, entonces v,.distancia <

vi.distancia+l Y v;.distancia < v, .distancia parai=1,2, ..., k-1.

Prueba: Haciendo induccion sobre el numero de operaciones sobre la cola.

— Una operacién: cuando la cola contiene sélo a la raiz el lema es trivialmente
cierto.

— Supongamos que el lema es cierto para j-1 operaciones.

— Paso inductivo: Efectuamos la operacion j-ésima eliminando el vértice v, de la
cola. Ahora el nuevo primer vértice es vo. Por hipétesis de induccién se tiene
que vy.distancia £ v;.distancia+l < v,.distancia+l.

Por tanto el nuevo primer vértice de la cola cumple v,.distancia <
v,.distancia+1.

Si la operacidén j-ésima es insertar el vértice w en la cola, w pasa a ser el vk, Y
su padre es v;, el que ha salido de la cola, y tenemos que

vy .distancia = v;.distancia+1 por lo que el lema sigue siendo cierto
cuando se efectua la operacion j-ésima sobre la cola (insertar w).
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Hay que mencionar que el arbol asociado al recorrido en anchura, Tgrs, también
permite clasificar las aristas del grafo de partida. Si se trata de un grafo no dirigido
entonces existen aristas de dos tipos: free edges y cross edges; estas ultimas son
las que permiten detectar la existencia de ciclos. Sin embargo, si se trata de un
grafo dirigido, se tienen aristas de tres tipos: tree edges, back edges y cross edges
con la particularidad de que éstas Ultimas pueden ir tanto de derecha a izquierda
como de izquierda a derecha. No existen forward edges.

Una de las aplicaciones clasicas del recorrido en anchura es la de, dado un grafo,
encontrar el camino mas corto (con menos aristas) entre dos vértices dados. Esta
aplicacion es consecuencia inmediata de los lemas enunciados anteriormente que
garantizan que el BFs llega a un vértice siempre por el camino mas corto posible
desde el vértice del que parte el recorrido.

3.2.1. Algunas aplicaciones particulares
El BFs se puede utilizar para ‘medir’ el grafo. Las medidas que vamos a definir son:
excentricidad, diametro, radio y centro.

Sea G=<V,E> un grafo no dirigido:

Definicion: la excentricidad de un vértice v, veV, se define como la distancia
maxima desde v a cualquier otro vértice del grafo G siguiendo caminos de longitud
minima.

excentricidad(v) = MAX {Vw : we V A vEw : §(v, w)}

Si lanzamos un BFs desde v, calcularemos la distancia minima entre v y todos los
demas vértices del grafo. Basta con devolver el maximo de todas esas distancias y
ya tendremos la excentricidad de v.

Grafo G y un posible TBFS de G. En el arbol se ha anotado fuera de los nodos la distancia minima

de cada uno de los vértices a la raiz. La excentricidad del vértice 1 es 2.
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Definicion: El diametro de G es el maximo de las excentricidades de todos sus
vértices.
didmetro(G) = MAX {Vw : we V : excentricidad(w)}
Definicion: El radio de G es el minimo de las excentricidades de todos sus vértices.
radio(G) = MIN {Vw : we V : excentricidad(w)}
Definicion: ElI centro de G esta formado por todos aquellos vértices cuya
excentricidad coincide con el radio de G.
centro(G) = { weV : excentricidad(w) = radio(G)}

Un grafo completo tiene radio(G)=didmetro(G)=1.

3.3. Ordenacion topoldgica

Una ordenacién topolégica de los vértices de un grafo DIRIGIDO y ACICLICO €S una
secuencia en la que aparecen todos los vértices del grafo y que cumple que si
(u,v)eE entonces u aparece antes que v en la secuencia. El algoritmo de
ordenacion topolodgica, Topological Sort, genera una ordenacién lineal de todos los
vértices del grafo que satisface las condiciones de la ordenacion. Este algoritmo
funciona s6lo sobre grafos DIRIGIDOS y ACICLICOS, DAG.

Dado un grafo G=<V,E> DAG podemos generar diferentes ordenaciones lineales
que sean ordenaciones topoldgicas. Todo depende del vértice de partida y de cual
se elija como siguiente vértice a visitar. Para el grafo que se presenta en la
siguiente figura, resulta que una ordenacion posible es O1 ={1,2,4, 3,9, 5, 7, 6, 8},
mientras que otra es O, = {9, 1, 3, 2, 5, 4, 6, 7, 8 aunque existen mas
ordenaciones posibles.

Podemos aplicar dos aproximaciones distintas para disefiar un algoritmo que
calcule una ordenacion topoldgica. La primera de ellas se basa en el hecho de que
un vértice, veV, sblo puede aparecer en la secuencia cuando todos sus
predecesores han sido visitados (ya aparecen en la ordenacién) y, a partir de ese
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momento, v puede aparecer en cualquier lugar posterior. Una aplicacién inmediata
de esta idea conduce a llevar un contador para cada vértice de modo que indique
cuantos de sus predecesores faltan por aparecer en la secuencia; en el momento
en que ese contador sea cero, el vértice en cuestion ya puede aparecer.

La segunda aproximacion es justo la lectura inversa de la primera: Un vértice, veV,
ocupa un lugar definitivo en la secuencia cuando toda su descendencia ha sido
visitada y siempre ira delante de todos ellos, de hecho, esa es la posicibn mas
alejada del comienzo de la secuencia en la que puede aparecer, mas lejos ya no
es posible.

El siguiente algoritmo es el que se obtiene de la primera aproximacién, el de la
segunda version es una aplicacién inmediata del recorrido en profundidad.

funcién ORD-TOPO (g es grafo) dev (s es secuencia(vértices))
{Pre: g es un grafo dirigido y sin ciclos }
c:= conj_vacio;
Para cada veV hacer
NP [v]:= 0;
fpara
Para cada veV hacer
Para cada w € suc(g,V) hacer
NP [w]:= NP [w] + 1;
fpara
fpara
Para cada veV hacer
si (NP[v]=0) entonces c:= insertar(c, w);

fsi

fpara
/* para cada ve V, NP[v] contiene el nimero predecesores y ¢ contiene sélo aquellos vértices que tienen cero
predecesores. El recorrido puede comenzar por cualquiera de ellos */

s:= sec_vaciaj;

mientras —wacio(c) hacer

v:= obtener_elem(c);
c:= eliminar(c, v);
s:= concatenar (s, V);

Para cada w € suc(g,V) hacer

NP [w]:= NP[w]-1;
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si NP[w]=0 entonces c:= afiadir(c, w);
fsi
fpara
fmientras
{Post: s = orden_topolégico(g) }
dev (s)

ffuncidn

El coste de este algoritmo es el mismo que el del recorrido en profundidad sobre
listas de adyacencia, 6(n+e), si las operaciones sobre el conjunto tienen coste 6(1);
basta con guardar el conjunto en una pila y ya se consigue ese coste. El cédigo en
C++ se encuentra a continuacion.

Ordenacion topologica. Dado un grafo dirigido y aciclico, devuelve una
ordenacion topoldgica de sus vértices, es decir, una ordenacion en la que v
no aparece nunca antes que u si hay un camino en el grafo de u a v.

#include <stack>

list<int> ordenacio_topologica (graph& G) {
vector<int> ge(G.size(),0);
forall_ver(u,G) forall_adj(uv,G[u]) {
++ge[*uv];
b

stack<int> S;
forall_ver(u,G) if (ge[u]==0) S.push(u);
list<int> L;

while (not S.empty()) {
int u = S.top(); S.pop();
L.push_back(u);
forall_adj(uv,G[u]) {

int v = *uv;
if (--ge[v] == 0) {
S.push(Vv);
rr}
return L;
¥
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LAS FUENTES

Los libros con los que he contado fundamentalmente a la hora de elaborar el
contenido de estos apuntes han sido tres:
1. Introduction to Algorithms, second edition, T.H.Cormen, C.E.Leiserson,
R.L.Rivest & C.Stein. The MIT Press, 2001.
2. Fundamentos de Algoritmia, G.Brassard & P.Bratley. Prentice-Hall, 1997.
3. Introduction to Algorithms: A creative Approach, U.Manber. Addison-Wesley,
1989.
Pero otros profesores, compareros actuales o excompareros o incluso profesores
durante mi época de estudiante, son también en buena medida responsables de su
contenido bien por lo que me explicaron bien por el material que ellos mismos han
producido. Por citar sélo a algunos, aunque seguro que no estaran todos, Ricardo
Pefa, Albert Llamosi, José Luis Balcazar, Conrado Martinez, Jordi Petit, Salvador
Roura, Albert Atserias.... Todo el codigo en C++ que aparece en el texto se debe a
estos tres ultimos y tan sbélo es una pequefia muestra de todos los programas en
C++ que ellos han confeccionado para la asignatura ADA y que estan disponibles
en la pagina web de la asignatura http://www.Isi.upc.edu/~ada/.
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