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El Andlisis de Algoritmos tiene como oBjetivo
descririr de manera muy precisa y detallada la eficiencia
de alaoritmos, en particular, en situaciones "“tipicas”.

o Los escenarios de casoO peor pueden ser muy
infrecuentes =—> el andlisis de caso peor pierde
relevancia y capacidad predictiva

o La notacidn asintdtica ocutta demasiados detalles
— perdemos capacidad comparativa entre
alaoritmos asintdticamente equivalentes o muy
Pré ximos

® Queremos conocer la eficiencia en casos tipicos ©
Mmejor adn la distrisucidn proeasilistica

o Para alaoritmos aleatorizados, el andlisis
Proeagilistico es la herramienta adecuada
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Introduccid n

UNnos cuantos ejemplos
@ Quicksort
o Find (tamgién conocido como Quickselect)
o Hashing
o Simplex

@ Estructuras de datos aleatorizadas (skip lists,
dreoles de rUs@ueds aleatorizados)



e E jemplos
o Ejemplo 2l: Ordenacidn parcial
o Ejemplo #£2: Fallos de prediccidn
o Ejemplo #£3: El proelema de la contratacidn



Ordenacid n paraial

o Ordenacidn parcial: dado un vector A de n
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Ordenacid n paraial

o Ordenacidn parcial: dado un vector A de n
elementos y un valor 1 <m < n, reoraanizar A de
tal manera Que sus m primeras posiciones
contenaan |0s m menores elementos de A en
orden creciente

o Si m = ©(n) entonces OK ordenar el vector; sino,
demasiado trarajo...much work
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o ldea =kl Heapsort parcial
o Construir un heap con los n elemventos y hacer m
extracciones del minimo del heap
s El coste en caso peor es O(n + mlogn)
s Esta es la forma “tradicional" de implementar
partial_sort en la STL de C++
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Soluciones usuales

o ldea 4t2: Seleccidn on-line

s Construir un heap con los m primeros elementos,
lueco recorrer I0s restantes n — m elementos
actualizando el heap adecuadamente; finalmvente
extraer |0s m elementos del heap

s El coste en caso peor es O(nlogm)

s No es una solucid n interesante a menos Que m sea
MUy Peuela O Que |0s n elementos NO estén
disponirles desde el principio y NOs vayan llecando
on-line
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Soluciones usuales

@ ldea #3: "Quickselsort"

s Hallar el m-€simo menor elemento usando
Quickselect, y lueao hacer Quicksort sogre los m — 1
elementos Que |0 preceden

¢ El coste promedio es O(n + mlogm)

o Usa dos alaoritmos résicos ampliamente disponigles
y Bien optimizados en las gigliotecss esténdar



Partial Quicksort

void partial_quicksort(vector<Elem>& A,
int i, int j, int m) {
if (i < ) 1

int p = get_pivot (A, i, j);
swap(A[pl, A[11);
int k;
partition (A, i, j, k);
partial_quicksort(A, i, k - 1, m);
if (k < m - 1)

partial_quicksort(A, k + 1, j, m);
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Andlisis de Partial Quicksort

@ Proeraerilidad de que el pivote elecido sea el k-ésimo
de entre los n elementos: m, i

o Ndmero medio de comparaciones P, ,, Para ordenar
lOos m menores elementos de entre n:

n
Pn,m:n_1+ Z Wn,k'Pkfl,m
k=m-+1

m
+ > T (Pe—1k—1+ Pokym—t)
k=1
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Andlisis de Partial Quicksort

@ Si m = n, partial Quicksort = Quicksort; sea g, el
Namero medio de comparaciones Que hace
QUIcksOort

o La recurrencia Queda asi

m
Pn,m:n*]-‘i‘zﬂ'n,k'Qkfl
k=1

+ Z 7rnk -Pk 1m+z7rnk -Pnfk,mfk (*)
k=m-+1
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arQuitectura en pipeline: pe., mientras se decodifica
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los datos de la instruccidn i — 1, operando I0s de Ia
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e En el hardware moderno se ejecutan varias
instrucciones "simutdneamente” usando un
arQuitectura en pipeline: pe., mientras se decodifica
la iInstruccidn i, se estdn ortienendo de la memoria
los datos de la instruccidn i — 1, operando I0s de Ia
1 — 2 ¥y almacenando el resutado de la 7 — 3

o El proelema serio |0 constituyen las instrucciones

de salto, pues dependiendo del resultado el £lujo de
instrucciones seauird por un lado o por otro.
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QU es un fallo de prediccidn?

o Para aprovechar al maximo el "paralelismo”, muchos
procesadores modernos utilizan alain mecanismo
para predecir clal serd el resurtado de una
instruccid n de sakto.

@ Si hay un f£allo en la prediccid n (ranch
misprediction) hay Que tomar medidas para desandar
todo o incorrectamente realizado .. Cada fallo de
predicaid n tiene un coste aHo y un aHto impacto en
la eficiencia del alaoritmo ejecutado.



Fallos de prediccid n en Quicksort

La implementacid n tipica de @Quicksort particiona en
cada etapa recursiva el array dado mediante dos Bucles
internos
@ unO recorre el array de izQuierda a derecha
haciendo crecer la zona de elementos menores Que
el pivote
@ el otro recorre el array de derecha a izQuierda
haciendo crecer la zona de elementos mayores Que
el pivote.
AQuil estudiaremos un predictor sencillo: se predice que
cada rama condicional tendra el mismo resultado que la
vez anterior (I-eit predictor).
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recorremos de izauierda a derecha. Suponaamos Que
o1 = k.

o Para 2 < 1 < k, diremos Que hay un fallo de
prediccid n (FP) a la izQuierda siempre Que o;_1 < k ¥
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Fallos de prediccid n en Quicksort

Tenemos una permutacidn aleatoria o de [1..n] Que
recorremos de izauierda a derecha. SuponGamos Que
o1 = k.
o Para 2 < 1 < k, diremos Que hay un fallo de
prediccid n (FP) a la izQuierda siempre Que o;_1 < k ¥
o;, >k, 00, 1>kyo; <k
@ Para k < j < m, hay un fallo de prediccidn a la
derecha si 041 <kyo; >k 001 >kyo; <k
@ Ademés , hay un FP a la izauierdsa si gy > kyun FP a
la derecha si o, < k.
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Simplificando el modelo

@ Para analizar el nimero medio de FPs,
necesitaremos averiauar el Nimero medio de FPs
condicionado a3 Que el pivote eleaido sea el k-ésimo
elemento del array.

@ Transformamos el prorlema oriainal en uno de
conteo de strinas de Bits. Dado un string z de
lonaitud k Que comienza con un O y contiene en
total t + 1 O’s, el nNimero de FPs izauierdos es el
Namero de veces Que hay un O seauido de | o un |
seauido de un O en .

@ A una permutacidn o le corresponde un string z
conz; =0sio0; <oy =k, yz; =1en otro caso.



Simplificando el modelo

ENn términos de este autdmata Querremos sarer
cudntos strings z de lonaitud k con t+ 1 O’s saltan r
veces de un estado a otro: las flechas entre |os
estados A y B corresponden a FPs!
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El prorlema de la contratacidn

o Oriaginalmente propuesto por Broder et al. (SODA
2008)

o Lina secuencia (potencialvmente infinita) de
variaeles aleatorias iid. Q;, distriruidas
uniformemente en [0, 1]

@ En el paso i, se contrata o se descarta al candidato
1 Basdndose en su puntuacidn Q;

o Las decisiones tomadas son irrevocasles; NO se
conocee el futuro.

e Ogjetivo: contratar candidatos a un ritmo
razonakle para Garantizar un crecimiento
suficiente de la compaiia, manteniendo un Buen
estdndar de calidad (de hecho mejorandolo
Proaresivamente) en la plantilla
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El prorlema de la contratacidn

@ Modelizamos el proelema mediante una
permutacidn o de lonaitud n; el candidato i tiene
puntuacidn 7(i), de manera que | es la peor
puntuacidn y n la mejor

o Este modelo es equivalente al anterior tras hacer
un "normalizacidn' apropiada y el paso al limite, pero
tiene la ventaja de Que podemos aplicar téenicas de
comainatoria analitica

o Nos interesa analizar pardmetros tales como la
puntuacid N media del GHtimo candidato contratado
O el tamaRo medio de la plantilla, en funcidn del
Namero de entrevistas n (= lonaitud de la
permutacidnd



El prorlema de la contratacidn

Alaunas de las estrateaias analizadas:
@ Por encima de un umaral
@ Por encima del mejor

e Por encima del m-ésimo mejor (contratacidn por
la élite)

@ Por encima de 1a media
@ Por encima de 1a mediana



© Téoniess
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Preliminares

o La eficiencia u de un algoritmo con entradas del
conjunto Z (u : Z — N) depende de cada instancia

particular

o Necesitamos una nocidn de tamaRo de la entrada:
|-1:Z— N

@ Podemos asumir Que cada Z, = {z € 7| |z| = n} es
finito

o Caso peor

§2r9(n) = max{u(z) |z € T}
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Preliminares

@ Para el andlisis proragilistico Nnecesitamos definir
una distrirucid n de proraeilidad sorre las entradas
y/0 las decisiones aleatorias Que toma el propio
alaoritmo

o La eficiencia vendra entonces dada como una
familia de variaeles aleatorias {n}n>0; tin : In = N

o Caso promedio:

uN(n) = Elpn] = Y kPlun = K]
k>0



Preliminares

Si suponemos @Que todas las enttradas de tamaRo n
posiBles tienen la misma proeagilidad (distriBucidn
uniforme) entonces

1
Plz] = #—I,para todo z € Z,
n

y Nuestro proelema es en definitiva de conteo:



Funciones generatrices

Entre las herramientas fundamentales del andlisis de
alaoritmos estan las funciones ceneratrices.
Para una secuencia dada {an}n>0 sU funcidn ceneratriz

es:
A(z) = Z anz"”
n>0
Esto es puramente formal. Por ejemplo, si a, = 2"
entonces A(z) = 1+ 2z + 422 + 823 + 162* + -+ - = L.
Un caso importante es una funcidn ceneratriz de

valores esperados, esto es a, = E[un].



Funciones generatrices

Las funciones ceneratrices son muy Utiles para
resolver recurrencias. Por ejemplo, tomemos los
Nnimeros de Fironacai.

@ Ffp=mN=1

e F,=F, 1+F, 5sin>1



Funciones generatrices

F(2) =) Fnz"=Fo+ Fiz+ Y Fpz"

n>0 n>2
=1+z+ Y (Foo1+ Fr)2"
n>2
=142z+4+z2 Z F, 12" 1+ 22 Z Fp 02" 2
n>2 n>2

= 1+2+2(F(2)-1)+22F(2) = 14+2F(2)+2°F(z) =

1—

— Z

2



Funciones generatrices

—1 1 1 1
F(”):(z—¢)(z—¢')_7( e

% (1 —i/db’ 1 —¢;/¢>

donde ¢ = (v/5 —1)/2 ~ 0.618,
¢'=-1/¢p = —(v/5+1)/2=—-1618.
Nos interesa F, = [2"]F(z).



Funciones generatrices

‘S~

n _ n 1 - I.zn 1
1P = 2= (¢ ¢ 55

@ (@)™ ¢ ()"

%\H

(¢ (=¢)" —¢"-(—=¢)")

Sl

Esto es, F, = ©(1.618...").



Funciones generatrices

Otro tipo importante de FGs son las funciones
Generatrices exponenciales:

A(z) = Z ani—rz

n>0

Se usan cuando Ios a,’s erecen superexponencialmente.
Tameién se usan 38 menudo funciones aeneratrices
Bivariadas: para {an,m}n,m>0 definimos

A(z,u) = Z Z anm2"u™

n>0m>0



El método simedlico

El método simrd lico traduce ciertas construcciones
COMBINatOorias ususles a las correspondientes
ecuaciones funcionales sorre FGs.

E jemplo: Consideremos la F&G de conteo de una cdlase
comeinatoria A:

A(z) = Z anz™ = Z 2lel

n>0 acA

donde a, = #A, = #{z € A||z| =n}.



El método simedlico

Si A =B x C entonces

Az)= > 2= 3 LA = (Z zﬂ) (Z 27)

acA (Byy)eBxC BeB yeC
= B(z) - C(2)



El método simedlico

Si C = Seq(A) entonces

—_—

k veces

Por tanto

1

Clz) =1+ A+ A2+ ... 4k ... — =~
(2)=14+A+ A+ + A"+ A



El método simedlico

Un diccionario de construcciones comeinatorias v las
F&Gs correspondientes

{e} 1
{Z} z
A+B | A+ B
AXxB A-B
Sea(A) | =z
Set(A) | exp(A)
Cycle(A4) | log 1




El método simedlico

Un ejemplo sencillo: un 8reeol ginario es o gien vado
(una hoja) O Bien consiste en una raiz y dos suedreoles
BiNarios:

B={e}+{Z}xBxB

La F&G de conteo de los 8rroles rinarios es:

B(z) =1+ zB?%(2)



El método simedlico

Si resolvemos la ecuacid n cuadréatica para B(z) ¥
teniendo en cuenta Que B(0) = by = 1,

1-+/1-4z
B(z)—{ % 270

1 z=0.

Si se extrae el coeficiente de z" en B(z) usando el
teorema del BiInOmio de Newton ortenemos

(%)

2"]B(z) = ntl

Ios £8M0Os0Os Nimeros de Catalan



El método simedlico

Otro ejemplo son I0s deranaements, permutaciones
sin puntos £ijos. El proerlema suele aparecer de la
siauiente manera: en un teatro n personas dejan sus
SOMBreros y a la salida se devuelven al azar; cudl es la
proearilidad de Que al menos uNo persona recupere su
Propio somBrero?

Empecemos con las permutaciones. Una permutacid n
cualauiera consiste en una secuencia de &tomos
etiQuetados. Sea P el conjunto de todas las
permutaciones. Entonces

IO Que corresponde a8 Que P = Seq(Z).



El método simedlico

Pero una permutacid n tameién se puede caracterizar
COMO uNn conjunto de ciclos.

P = Set(C)
C = Cycle(2)

La funcidn aeneratriz C de los ciclos etiquetados es

In ;L y por tanto la de las permutaciones es

1
1—2

1
P = = 1 =
exp(C) = exp ( no— z)



El método simedlico

Una permutacidn consiste en un deranaement y un
conjunto de ciclos de un sdlo elemento cada uno.
Podemos escririr

P=DxF

donde D es la clase de |os deranaements y F es la clase
de los conjuntos de ciclos unitarios. Un ciclo unitario
es lo mismo Que un "dtomo’, asi F(z) = exp(z). Por
tanto

e*Z

P(z) = i = D(2) exp(z) = D(z) = —



El método simrdlico y funciones rivariadas

SuponG@amos Que Queremos analizar un algoritmo
donde el coste Que Nos interesa es la variakle aleatoria
Ly Definimos

B(z,u) = Z Z Plun = k] 2" uF

n>0k>0
Para la distrirucid N uniforme tendremos

2" u¥] Dn>0 2ak>0 an k2" [2"uF]A(z,u)

[27] 250 @n2™ - [2r]A(2,1)

donde anx =#{z € Z||z| =nApu(z) =k}, Y an = #I,

[2"u*B(z,u) =




El método simrdlico y funciones rivariadas

Simrd licamente podemos escrigir

A(z,u) = Z zlelyp(@)

zcl

El coeciente entre el coeficiente [2"]A(z,u) y [2"]A(z,1)
es la funcidn ceneratriz de proraeilidad de p,

R Az, )
Palu) = B = 2 Flin = Hu' = o)



El método simrdlico y funciones rivariadas

Si tomamos derivadas respecto a u y hacemos u =1
pOdemos extraer |0s sucesivos momentos: valor
esperado, seaundo momento factorial, ete.

0" A(z,u)
our u—=1

= 3 Bl

n>0

A (z) =

Por ejemplo,

Vitn] = E[pn2] -~ Elnl? = 2740 (2) - (2" A(2))?



E jemplo: Partial Quicksort

o Delfinimos estas FGs

P(z,u) = Z Z Py mz"u™

n>01<m<n

T(2,u) = Z Z tn,mz"u™

n>01<m<n

donde t, ,, es el coste No recursivo.



E jemplo: Partial Quicksort

o Delfinimos estas FGs

P(z,u) = Z Z Py mz"u™

n>01<m<n

T(2,u) = Z Z tn,mz"u™

n>01<m<n

donde t, ,, es el coste No recursivo.
e La recurrencia delos P, ,,’s se traduce en

0P _ P(z,u)  uP(zu) 0T
8z 1—2z2 1—uz 0z

(%)



E jemplo: Partial Quicksort

Se resuelve la ecuacidn diferencial (¥) y se extraen
coeficientes y ortenemos finalvente

Pom=2n+2(n+1)H, —2(n+3—m)Hpi1-m
—6m 46

Si comparamos partial Quicksort con
"Quickselecttauicksort” se hacen

om — 4H,, + 2

comparaciones en promedio menos. Se puede caleular
de manera similar el ahorro en intercameios, ete



E jemplo: Fallos de prediccidon

,w u, z Zu 7_e.ros z) \m\,
z€cA
'LU u, z Z u zeros ) |z|

zcB



E jemplo: Fallos de prediccidon

A=14wzA+ wuzB,
B = 2B + zuA,
1—-2z+4+uz

c:A+B:(1_z)(1_uy_T_22)



E jemplo: EIl proelema de la contratacidn

@ A una estrateaia de contratacidn Ia llamamos
Basada en el ranao si ¥y sSlo si las decisiones se
toman en funcidn del ranao relativo del candidato
en curso y NO en funcidn de su puntuacidn en
términos arsolutos.



E jemplo: EIl proelema de la contratacidn

@ A una estrateaia de contratacidn Ia llamamos
Basada en el ranao si ¥y sSlo si las decisiones se
toman en funcidn del ranao relativo del candidato
en curso y NO en funcidn de su puntuacidn en
términos arsolutos.

@ H(o) = el conjunto de los candidatos contratados
en la permutacidn o; h(o) = #H(o)



E jemplo: EIl proelema de la contratacidn

Sea 00 j la permutacid N @ue ortenemos tras
reetiQuetar j,j+1,...,n=|ocl como j+1,7+2,...,n+1
y aRadir j por el final. E jemplo: 32451 o 3 = 425613 Sea

X;(o) =1 si un candidato con puntuacidn j es
contratado tras o y X;(o) =0 sino.

h(o 0 j) = k(o) + X;(0)



E jemplo: EIl proelema de la contratacidn

Sea X (o) el niwero de j's tales Que X (o) = 1.

Sea

Entonces



E jemplo: Contratacidn por encima del mejor

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
es superior a la del mejor candidato contratado hasta
el momento.

o X(o)=1



E jemplo: Contratacidn por encima del mejor

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
es superior a la del mejor candidato contratado hasta
el momento.
o X(o)=1
@ H(o)={z:
1 es un MaXimo de izQuierda a derecha en o}



E jemplo: Contratacidn por encima del mejor

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
es superior a la del mejor candidato contratado hasta
el momento.

o X(o)=1
@ H(o)={z:
1 es un MaXimo de izQuierda a derecha en o}

o Blha = [27] 82|

. =Inn+ O(1)



E jemplo: Contratacidn por encima del mejor

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
es superior a la del mejor candidato contratado hasta
el momento.

o X(o)=1
@ H(o)={z:
1 es un MaXimo de izQuierda a derecha en o}

o Blha = [27] 82|

o La varianza tameién es Inn + O(1) y tras la
normalizacid n apropiada bl = (hn — Elhna])//V[hn]
converae a N(0,1)

. =Inn+ O(1)




E jemplo: Contratacidn por encima de Ia
mediana

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
estd por encima de la mediana de las puntuaciones de 10s
candidatos contratados.

o X(0) = [(h(0) +1)/2]



E jemplo: Contratacidn por encima de Ia
mediana

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
estd por encima de la mediana de las puntuaciones de 10s
candidatos contratados.

o X(o) = [(h(0) + 1)/2]
o \/2(1+0(n 1) <E[k] <3/2(1+0(n 1))



E jemplo: Contratacidn por encima de Ia
mediana

El candidato i es contratado si y sSlo si su puntuacidn
estd por encima de la mediana de las puntuaciones de 10s
candidatos contratados.

o X(0) = [(h(0) +1)/2]

o \/2(1+0(m 1) <E[k] <3/Z(1+0(n 1)

o El resuttado se ortiene al resolver las ecuaciones
diferenciales Que salen del Teorema anterior,
usando Xr(o) = (h(o) +1)/2 and Xy (o) = (h(o) + 3)/2
cOMO cota inferior y superior, respectivamente.



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

Los GHtimos resutados y otros muchos se puden
ortener aplicando las téenicas de la compinatoria
analitica; son téanicas rasadas en la teoria de variarle
comple ja.

En esencia, |0 Que hacemos es ver el oBjeto formal
F(z) como una funcid n de variagle compleja.



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

Una funcid n ceneratriz es analitica en una cierta
reaidn del plano complejo; es decir, Ia serie de
potencias converae para todo z dentro del llamado
disco de converaencia de radio R.

Un resuttado importante es que si R < oo entonces
[2")F(2) < (L +€)" ¥y (§ — €)" < fn Pora todo € > 0; es
decir, el radio de converaencia NoOs da invnediatamente
el ritmo de crecimiento exponencial (si R # oo).



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

EN muchos casos una funcidn cesa de ser analitica
pPorQue No estd definida en un cierto punto O alauna
de sus derivadas NO lo estd. Muchas funciones
importanttes con radio de converaencia £iNito, tienen
solo un conjunto $inito de puntos donde la funcidn No
es analitica, se denominan sinaularidades.

La distancia al origen de la singularidad mas cercana al
oriaen (llamada dominante) No da el radio de
converaencia — el ritmo de crecimiento exponencial.



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

El resurtado esencial a partir del cual se han ortenido
otros muchos es el teorema de Cauchy: si F(z) es
analitica en una reaidn R Que contiene a3 z =0y I es
una curva cerrada simple dentro de R con z =0 en su
interior

"R = o [ )

Se usa un contorno T £acil de intearar en la zona
‘alejada" de las sinaularidades y cerca de la sinaularidad se
usa una expansidn |ocal de F(z)



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

La naturaleza de la sinaularidad Nnos da factores
polind micos, loaaritmicos, ete.

EN condiciones rastante generales se pueden aplicar
resultados del tipo

F(2) ~20p G(2) = fn ~ gn

donde z = p es la singularidad dominante de F(z),y la
funcidn G(z) es una de Ia Que saBemos extraer
$acilmente los coeficientes, pe.,

) (1-2) "= o+ otm)

siendo a # —-1,—-2,-3,...



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

Por ejemplo, la funcid N generatriz de conteo de los
dreoles Binarios es

11 4z z \1/2
e
por lo tanto
n3/2 1
by~ —2-4"——(1+ O(1/n)) = 4" (1+0(1/n)).

T(—3/2) nymn



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

Otro ejemplo son |os deranaements.

—z —1

[ e

D(Z) = 1_2 ~z—l

1—2z'

por lo tanto
dp ~ e '-nl(1+0(1/n))

M 13 respuesta al prorlema oriainal es Que 1a proragilidad
de Que nadie recupere su somarero es



Comeinatoria analitica: una Breve incursidn

A menudo un FG satisface una ecuacidn funcional mas
O Mmenos compleja, pero podemos utilizar téanicas del
andlisis complejo (ej: teorema de la funcid n implicita)
para sarer su radio de converaencia y computar una
expasidn local cerca de la sincularidad dominante, y de
ahi sacar I0s f, sin Necesidad de resolver explicitamente
la ecuacidn satisfecha por F(z)

Existen otros muchos métodos Utiles como I0s de
punto de silla (saddle point methods) y otros Que No
recurrenc al andlisis de variaele compleja (pe. l0s
teoremas Tauserianos).

N ademds tenemos otras téenicas como los teoremas
de resolucidn de recurrencias divide-y-venceras.



Esto se acara ...

y NO he hecho mas Que arafar la superficie; serian
necesarias dos hOoras mas para empezar a ver con un
POCO Més de detalle el territorio Que sSlo hemos
sORrevolado ...



GR.ACIAS!



R_econocimientos

@ Kanela Kaliaosi, Peter Sanders: Branch
mispredictions in Quicksort

o Maraaret Archirald: The hirina prorlem
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