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1 Introduccion

El problema de la contratacion ha sido recientemente propuesto por Broder
et. al. [1] como un modelo simple de toma de decisiones en condiciones de
incertidumbre, relacionado muy de cerca con el bien conocido problema de la
secretaria (véase [2] y las referencias citadas por éste).

En el problema de la contratacién, una compania emergente entrevista
candidatos de manera secuencial para su eventual contratacién. En la formu-
laciéon mas simple del problema, el candidato entrevistado por la compania
durante el paso ¢ tiene una puntuacion @);, donde las (J;s son variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas, con distribucién Unif(0, 1).
Entonces, de acuerdo con la estrategia de la compania, el candidato i es, o bien
contratado, o bien descartado. En el articulo de Broder et. al. se estudian dos
estrategias naturales, las cuales, intuitivamente, deben llevar a un crecimiento
de la calidad media de la plantilla, al tiempo que mantienen un razonable
equilibrio con la velocidad a la que se realizan las contrataciones. La primera
estrategia es contratar por encima de la media y la segunda estrategia es con-
tratar por encima de la mediana. Como sus nombres indican, en contratar por
encima de la media, un candidato es contratado si y sélo si su puntuacién es
al menos igual a la puntuaciéon media de los candidatos contratados hasta el
momento, mientras que en contratar por encima de la mediana un candidato
es contratado si y sélo si su puntuacién es al menos igual a la mediana de
la puntuacién de la plantilla actual. En el articulo mencionado también se
consideran las estrategias contratar por encima de un umbral y contratar por
encima del mejor, donde el candidato i es contratado si y sélo si @); > T para
un valor prefijado 7, 6 @Q; > max{Q1,...,Q;—_1}, respectivamente.

* Esta investigacién se ha realizado parcialmente mientras el segundo autor era visitante
de la Univ. of Cape Town.

** Investigacién financiada por el proyecto TIN2006-11345 (ALINEX) del Min. de Educacién
y Ciencia espaifiol.
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En este resumen, presentamos una formulacién alternativa del problema
en términos puramente combinatorios; su virtud principal es que se posibilita
la aplicacién de una rica y vasta colecciéon de técnicas procedentes del mundo
de la Combinatoria. No afirmamos que nuestro modelo sea superior al modelo
original, por el contrario, nuestro modelo complementa al original al aportar
un punto de vista diferente que puede resultar muy 1til en la investigacion
del problema de la contratacién y sus muchas variantes naturales.

Considérese una permutaciéon o : [1,...,n] — |[1,...,n]. Dicha per-
mutacién se procesa de manera secuencial, y asi, en el paso i, vemos la pun-
tuaciéon o medida de calidad del candidato i, que resulta ser o(i). Podemos
pensar pues en (i) como en el rango del candidato i; el mejor candidato de
entre los n tendrd rango n, mientras que el peor tendra rango 1. Bajo esta
6ptica, el modelo resulta muy natural (véase también los argumentos discu-
tidos en [1]). No resulta tan natural tomar el valor o(i) como una medida
absoluta de la calidad del candidato ¢. Por razones similares, si los valores
Q; del modelo orginal son vistos como rangos relativos, la eleccion de la dis-
tribucién uniforme en (0, 1) es perfectamente justificable; pero pensamos que
es discutible tomar dichos valores como medidas absolutas de la calidad. Por
ejemplo, en tal caso, podria ser mas natural suponer que las ;s son variables
aleatorias i.i.d. con distribucion A (u,v?).

De vuelta al proceso de contratacién, en el paso ¢, debemos decidir si
el candidato i es contratado o no. La decisién debe tomarse exclusivamente
en funcién de las puntuaciones vistas previamente o(1), ..., o(i), y el can-
didato ¢ s6lo puede ser contratado en el paso i, si lo es alguna vez. No se
dispone de ninguna informacién sobre el futuro, incluyendo la longitud de
la permutacién o. Si denotamos por H;(o) al conjunto de los candidatos
(sus indices) contratados hasta el paso ¢ durante el procesamiento de la per-
mutacion o, entonces las reglas anteriores se pueden formular formalmente
como sigue: 1) H;(o) C {1,...,i} (no se pueden contratar candidatos futuros);
2) Hi(o) \ {i} = Hi—1(0) (no se pueden contratar candidatos pasados); y 3)
H;(o) = H;(c") para cualesquiera permutaciones o y o’ si o(j) = o/(j) para
toda j, 1 < j < (las decisiones deben tomarse sin conocimiento del futuro).
La condicién nim. 2 puede ser substituida por H;(c) \ {i} € H;—1(o) si quer-
emos incluir estrategias de despido, de manera que en cada paso, uno 6 mas
de los empleados puede ser despedido.

Denominamos a Hy, (o) el conjunto de contratacion de la permutacién o y
simplificamos la notacién como H(o).

Una vez introducido el concepto de conjunto de contratacién, algunas
preguntas vienen inmediatamente a nuestra mente: su tamano, que denota-
mos h(o), y otros pardmetros como la media de las puntuaciones A(c) =
(X ier(o) 0(i))/h(0), la dispersién (que es la diferencia entre la menor y la
mayor puntuacién), el nimero medio de pasos entre contrataciones sucesivas,
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etc. No obstante, en este breve resumen nos centraremos casi exclusivamente
en el tamano del conjunto de contratacion.

Por supuesto, nuestro mayor interés se centra en el valor esperado de los
parametros considerados para permutaciones aleatorias. En particular, si A,
denota el tamano del conjunto de contratacién en una permutacién aletoria
de tamanio n, queremos hallar E{h,, }.

Finalmente, queremos mencionar que nuestro modelo mantiene intacto
todo el potencial para posibles extensiones y variaciones, y su generalizacién
a multiconjuntos es inmediata y natural.

2 Estrategias simples

Consideremos en primer lugar la contratacién por encima de un umbral 7.
Entonces H;(0) = {j|1 < j<iyo(j) 27}y H(o)={1 <j<nlo@j) >
7}. Por lo tanto, el tamano h, del conjunto de contratacién de cualquier
permutacién de tamafio n es n+1—7. En el régimen asintético, es util suponer
que 7 = a-n+o(n) para alguna 0 < o < 1, pues de otro modo précticamente
todos los candidatos entrevistados serian contratados. Entonces

E{h,} n+1-71
n N n

=1—a+0(n™).

Por otro lado, si consideramos la puntuacién media del conjunto de contrat-
acién tenemos
Z?:Tj nn+1)—7(r—1) 1+«

A(U):n—i—l—T: 2(n+1—1) — " +0(),

para toda permutacién o de orden n. Puesto que A({1,...,n}) = (n+1)/2,la
razon entre la puntuacién media del conjunto de contratacién y la puntuacién
media de la permutacién al completo es

E{A,}  nn+1)—-7(r-1)
(n+1)/2  (h+Dn+1-7)

=1+a+0(n™),

pero si dividimos E{A4,,} por el factor de normalizacién n (compérese con [1])
obtenemos

E{A,} _ nn+1)—7(r—1) _ 1+«

-1
n 2n(n+1—71) 2 +0(n).

Otros parametros de esta estrategia pueden ser calculados facilmente y de
manera similar.

Consideremos ahora la otra estrategia simple estudiada por Broder et al.,
contratar por encima del mejor. En el modelo discreto, esta estrategia esta
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relacionada con un parametro bien conocido y muy bien estudiado en per-
mutaciones aleatorias: los méximos de izquierda a derecha [4]. Un elemento
o (i) se denomina maximo de izquierda a derecha si es mayor que los elemen-
tos precedentes, esto es, si 0(j) < o(i) para toda j < i. Obviamente, H(o)
es exactamente el conjunto de maximos de izquierda a derecha en o. Es bien
sabido que E{h,} = Inn + O(1), lo que implica que el tamano del conjunto
de contratacién es exponencialmente menor que el conjunto de los candidatos
entrevistados. No daremos aqui detalles adicionales sobre esta estrategia, ya
que se trata de un caso particular (con m = 1) de la estrategia que analizamos
en la seccién 4.

3 Un marco general para estrategias basadas en el rango

En esta seccién presentamos (sin demostracion) algunos resultados generales
sobre el tamano del conjunto de contratacién para las denominadas estrategias
basadas en el rango.

Un estrategia basada en el rango es aquélla en la que todas las decisiones
(contratar o descartar) se basan exclusivamente en el rango del candidato ac-
tual relativo a los rangos de los candidatos previamente entrevistados. Esto
es, el valor real o(i) del candidato entrevistado no es relevante, lo que cuenta
es la posicion de éste entre los ¢ — 1 candidatos previos. Este tipo de estrate-
gias son muy naturales y modelizan adecuadamente muchas situaciones. Por
ejemplo, en el problema de la secretaria estandar, se impone que las decisiones
se tomen en funcién del rango relativo [2].

Dada una permutacién o de orden n y un indice i, 1 < i < n, sea p;(o)
la permutacion de orden i que se obtiene al reetiquetar el prefijo inicial de
longitud i de ¢ de manera que se preserve el orden relativo. Por ejemplo,
p1(25341) =1, p3(25341) = 132 y p4(25341) = 1423.

Definicion 1 Una estrategia de contratacion estd basada en el rango si y sélo
si para cualquier permutacion o y cualquier i, 1 <i < |o|, se cumple que

Hi(o) = H(pi(0))-

Contratar por encima del mejor, por encima de la mediana y por encima
del m-ésimo mejor (véase la seccién 4) son estrategias basadas en el rango.
Por el contrario, contratar por encima del umbral o por encima de la media
no lo son. Nos concentraremos en las estrategias basadas en el rango en lo que
resta de esta seccién.

Para analizar el tamafio promedio del conjunto de contratacién de una
permutacion aleatoria, comenzamos definiendo la siguiente funcién generatriz
bivariada:
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|o|

z

H(z,u) = —uh(a), 1

()= >0 (1)
oc€EP

donde P denota al conjunto de todas las permutaciones. Si tomamos las

derivadas sucesivas de H respecto a u y hacemos u = 1 obtendremos las

funciones generatrices de los sucesivos momentos de h,. Por ejemplo

h(z) = %H(z,u) = h(o)

u=1 oc€EP

Por lo tanto, E{hy,} = [2"]h(2).

Dada una permutaciéon ¢ de orden n y un valor j, 1 < j < n 4+ 1, deno-
taremos mediante o o j a la permutacién de orden n + 1 que se obtiene al
reetiquetar j, 7+ 1, ..., ncomo j+ 1, ..., n+ 1 y anadir j por el final. Por
ejemplo, si ¢ = 3241 entonces 003 = 42513, y si 0 = 213 entonces cgo4d = 2134.

Para toda estrategia basada en el rango tenemos que h(o) = 0 si o es la
permutacién vacia y h(o o j) = h(c) + X;(0), donde

1, si el dltimo candidato de o o j es contratado,
Xj(o) =

0, en otro caso.

Sea X(0) = > 1<j<|q41X;(0), es decir, X (o) es el nimero de puntuaciones
(relativas) tales que un candidato con dicha puntuacién seria contratado in-
mediatamente después de procesar o.

Nuestro primer teorema establece la ecuacién satisfecha por H(z, u).

Theorem 1. Sea H(z,u) la funcion generatriz definida en (1) y X(o) el
nimero de valores j, 1 < j < |o|+ 1, tales que un candidato con puntuacion
J seria contratado si se le entrevista a continuacion de o. Entonces

2ol
(1-— z)aazH(z,u) — H(z,u) = (u—1) Z X (o) ——u), (2)

oeP

Cada estrategia de contratacién estara caracterizada por su correspondi-
ente definicién de X (o). Por poner un ejemplo simple, en la contratacién por
encima del maximo tenemos X (¢) = 1 para toda o, ya que sélo hay una pun-
tuacién para la cual un candidato que sea entrevistado tras o seria contratado,
en concreto, cuando su rango relativo es |o| + 1.

4 Contratar para la élite

En esta estrategia introducimos un nuevo parametro m. El candidato ¢ serd
contratado si su puntuaciéon es mayor que la de alguno de los m mejores
candidatos ya contratados. En otras palabras, si F;_1(0) es el subconjunto de
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los m candidatos del conjunto de contratacién con mejores puntuaciones antes
del paso i y o(i) es mayor que la minima puntuacién en E;_1(c) entonces i
es contratado.

Obsérvese que ¢ pasa entonces a formar parte de la “élite” de inmediato y
que el elemento ¢ de minima puntuacién en F;_1(0) es expulsado de la “élite”,
es decir, ¢ no forma parte de E;(c). Afortunadamente para ¢, sigue estando
contratado :). Obsérvese también que esta estrategia se reduce a contratar por
encima del maximo cuando m = 1.

En esta estrategia se cumple que X (o) = |o|+1 si |o| < m, ya que cualquier
candidato sera contratado después de procesar o puesto que la “élite” de m
empleados no se ha formado todavia. Pero a partir de ahi, cuando |o| > m
tenemos X (0) = m. En efecto, si |o| > m entonces k(o) > m y un nuevo valor
j serd contratado tras o si y soélo si es mayor que la menor puntuacion de la
élite. Puesto que la élite de o tiene puntuaciones n, n—1, ..., n—m+1 tenemos
exactamente m valores posibles para que el entrevistado sea contratado, en
concreto, si j € {n+1,...,n —m + 2} entonces el tltimo candidato de o o j
serd contratado.

Aplicando el Teorema 1 obtenemos la siguiente ecuacién diferencial:

(1- Z)(;?ZH(Z’ ) — (mu —m +1)H(z,u) =
(w—1)(1+2zu+ -+ mz" " tym 1)
—m(u—1)(1+zu+---+ 2" ") (3)

Para m = 1, esta ecuacién diferencial se reduce a

(1-— z)ng(z,u) —uH(z,u) =0,

cuya solucion es

1 \" 2" L
H(Zau):<1_z> :ch,kmu )
n>0

k>0

al imponer la condicién adicional de que H(0,u) =1y H(z,1) = 1/(1—=%). Los
coeficientes ¢, ; = [¢"uF]H (z,u) son los bien conocidos niimeros de Stirling
de primera especie sin signo [3]|, también denominados ndmeros de Stirling
de ciclos (Stirling cycle numbers), y simbolizados mediante [Z] El ntimero de
Stirling de ciclos m es el nimero de permutaciones de orden n que contienen
exactamente k ciclos, nimero que coincide con el de permutaciones de orden
n que tienen exactamente k méaximos de izquierda a derecha.
La solucién para m arbitrario es
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H(z,u) = L ((1 ! Z)mu_mﬂ Pou(2,u)

(mu—m+1)-(mu—m)---(mu—1)

1
i <1—z>m—1Qm<z’“>>’

donde P, (z,u) y Qm(z,u) son polinomios en z y u.
Si derivamos H(z,u) respecto a u y fijamos u = 1, obtenemos la funcién
generatriz de los valores esperados

h(z) =) E{hn}z" = %H(z,u)

n>0

u=1

donde p,,(2) es un polinomio de grado m — 1.

Por lo tanto E{h,} = mH,, + O(1), siendo H,, = > -, (1/k) el n-ésimo
nuiimero arménico. Puesto que H,, = Inn +~ 4 O(n™!), donde v = 0.577 ...
es la constante gamma de Euler, concluimos que E{h,} = mInn + O(1). En
definitiva, el tamano del conjunto de contratacién es, para cualquier m fijo,
exponencialmente menor que el total de candidatos entrevistados.

5 Contratar por encima de la mediana

Dado un conjunto de contratacién H;(o), sea H;(c)[r] el elemento de H;(o)
con la r-ésimo menor puntuaciéon. Contratar por encima de la mediana sig-
nifica que el candidato i es contratado si y sélo si o(i) > H;—1(o)[r], donde
r = [(hi-1(0) +1)/2].

Puesto que sélo se tiene en cuenta el rango relativo de los candidatos en
esta estrategia, no es muy dificil demostrar que si el conjunto de contratacion
tiene tamano k = 2t en un momento dado, entonces hay ¢+ 1 rangos relativos
posibles que serian contratados en el paso siguiente, mientras que si k = 2t+1,
nuevamente son t + 1 los rangos relativos posibles que serian contratados. Es
decir, tenemos X (o) = [(h(c) +1)/2].

Los célculos con el truncamiento [-] resultan inconvenientes, por lo que
analizaremos las estrategias con X'(0) = (14+h(0))/2y X" (o) = (3+h(0))/2,
obteniendo de esta forma una cota inferior y una cota superior, respectiva-
mente.

Por analogas razones, la contrataciéon por encima de otros cuantiles, pong-
amos por caso, contratar por encima de (1 — a)h(o), puede analizarse del
mismo modo. En definitiva tendremos X (o) = [a - (h(0) + 1)|. En general, si
X(o)=a-h(o)+by0<a<l, tenemos

b
1—2z

9

(1_z)d%h— (1+a)h =
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de manera que

a dz b a
(1—2)tF h:b/(l_z)a:a_l(l—z)l +C

C b 1
(1—2z)te  qg—1(1—2z)%2
Puesto que h(0) = 0 concluimos que C' = b/(a — 1). Finalmente, puesto
l+a>2aparal<a<1

106 = e (140 (3))-

En particular, si a = 1/2 (contratar por encima de la mediana) tendremos
E{h,} = ©(y/n) y para “contrata A, mueve B” (véase [1]) tendemos que a =
1—B/Ay asi E{h,} = O(n'~B/4). Informalmente, cuando el tamaio del con-
junto de contratacién llega a ser k, habremos entrevistado n = @(k4/(A=5))
candidatos (compérese con los resultados en [1]).

h(z) =

6 Conclusiones

En este breve resumen presentamos una formulacién alternativa del problema
de la contratacién recientemente propuesto por Broder et al. [1] como modelo
simple de toma de decisiones en condiciones de incertidumbre. Este modelo
entronca con la rica area de la estadistica de problemas de parada 6ptima,
entre los cuales se encuentra el conocidisimo problema de la secretaria.

Nuestra formulacion alternativa en términos de permutaciones posibilita la
aplicaciéon de una vasta coleccién de técnicas procedentes de la combinatoria
para investigar este problema.
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